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1. fejezet 


Alapfogalmak, valós számok 





1.1. Az AC R halmazt korlátosnak nevezzük, ha van olyan K E R valós 
szám, hogy minden a € A esetén lal £ K. 

Az AC R halmaz felülről korlátos, ha van olyan M € R valós szám (felső 
korlát), amelyre minden a € A esetén a £ M. 

Az ACR halmaz alulról korlátos, ha van olyan m € R valós szám (alsó 
korlát), amelyre minden a € A esetén a 2 m. 


1.2. Cantor-axióma: Egymásba skatulyázott korlátos zárt intervallumso- 
rozat metszete nem üres. 


1.3. Felső határ, szuprémum: Ha az A halmaznak van legkisebb felső 
korlátja és ez a szám M, akkor ezt az M számot a halmaz felső határának 
vagy szuprémumának nevezzük és M — sup A-val jelöljük. 


1.4. Teljességi tétel: Ha A C R felülről korlátos nem üres halmaz, akkor 
van legkisebb felső korlátja. 


1.5. Bernoulli-egyenlőtlenség: Han ec N és x 5 —1, akkor 
(122) 21-tn- ga. 


Egyenlőség akkor és csak akkor van han—-—0 vagy n—-—1 vagy z — 0. 
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1.1. Elemi feladatok 


Ábrázoljuk a számegyenesen a következő egyenlőtlenségek megol- 


dáshalmazát! 


I2—5] 3 
11—5]c1 


5—z c 3 
5—z] €0.1 


Oldjuk meg az alábbi egyenlőtlenségeket! 


1.5. 








1 
9246" 





1072 4 17x 


8? — 307 


97? — 247 - 


2-1 


$13c0 


H2520 





H1720 


Hol a hiba? 


1 1 
loga 5) S. log; 5) 


és 





2c€4 


1.6. 





1.8. 





1.12. 


672 1737—2050 


—6r? 181—250 


—47? t441—2530 


—163? t24r—11c0 


Összeszorozva, a két egyenlőtlenséget: 


1 1 
2 log; 2 a 41og; 2 


A logaritmus azonosságait használva: 


lo 5. "szú 1 
82 2 82 2 


A log; T függvény szigorúan monoton nő, tehát: 
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1 1 


15 16 


Átszorozva az egyenlőtlenséget: 


16 c 4. 


Oldjuk meg a következő egyenleteket és egyenlőtlenségeket! 





1.14. 


ett 


1.16. 








1.18. 


1.2. Logikai alapfogalmak 








Iz 41]--]r— 2] £ 12 
2: 1 sa 1 
2711 2 
vr:33-4]r—2]—0 


1.15. 


1.17. 








1.19. 





vVv2t34vr—-5—0 


[2 — 1] — Ír — 1] 


vr-3r34]r—2] £0 


Minél egyszerűbben mondjuk ki az alábbi állítások tagadását: 


(a) Minden egér szereti a sajtot. 


1.21. 


1.22. 


(b) Aki másnak vermet ás, maga esik bele. 


(c) Minden asszony életében van egy pillanat 
Mikor olyat akar tenni, amit nem szabad. 


(d) Van olyan a, hogy minden b-hez egyetlen x tartozik, melyre 


ata:x-b 


(e) 3 nem nagyobb, mint 2, vagy 5 osztója 10-nek. 


(f) Nem zörög a haraszt, ha a szél nem fújja. 


(g) Ha a nagynénémnek kerekei volnának, ő lenne a miskolci gyorsvo- 


nat. 


Egy udvarban van 5 kecske és 20 bolha. Tudjuk, hogy van olyan kecske, 


amit minden bolha megcsípett. 


bolha, amelyik minden kecskét megcsípett? 


Fogadjuk el igaznak a következő állításokat: 


Következik-e ebből, hogy van olyan 
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(a) Ha egy állat emlős, akkor vagy van farka, vagy van kopoltyúja. 
(b) Egyik állatnak sincs farka. 


(c) Minden állat vagy emlős, vagy van farka, vagy van kopoltyúja. 


Következik-e ebből, hogy minden állatnak van kopoltyúja? 


Balkezes Bendegúz, aki valóban balkezes, a bal kezével csak igaz ál- 
lításokat tud leírni, a jobb kezével pedig csak csak hamis állításokat. 
Melyik kezével írhatja le a következő mondatokat? 

(a) Balkezes vagyok. 

(b) Jobbkezes vagyok. 

(c) Balkezes vagyok és Bendegúz a nevem. 

(d) Jobbkezes vagyok és Bendegúz a nevem. 

(e) Balkezes vagyok vagy Bendegúz a nevem. 

(f) Jobbkezes vagyok vagy Bendegúz a nevem. 


(g) A 0 se nem páros, se nem páratlan. 


Azt mondják, a fekete macska szerencsétlenséget hoz. Melyik mondat- 
tal tagadhatjuk ezt? 

(a) A fekete macska szerencsét hoz. 

(b) Nem a fekete macska hoz szerencsétlenséget. 

(c) A fehér macska hoz szerencsétlenséget. 


(d) A fekete macska nem hoz szerencsétlenséget. 


Legyen A a pozitív egészek halmaza. Jelentse alb azt az állítást, hogy a 
osztója b-nek. Döntsük el, hogy mely állítások igazak az alábbiak közül: 


(a) Vac A 3b € A aljb (b) Vac A vb E A alb 











(c) Ja € A Vb € A alb (d) Ja € A 3b € A alb 











Matematika országban a bíró csak a bizonyítékoknak hisz. Például, ha 
F azt állítja, hogy van fekete oroszlán, akkor állításának helyességéről 
meggyőzheti a bírót azzal, ha mutat neki egy fekete oroszlánt. 


(a) F azt állítja, hogy minden oroszlán fekete. Elég bizonyíték-e, ha 
mutat a bírónak egy fekete oroszlánt? 
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ZET 


1.28. 


1.31. 


(b) F azt állítja, hogy minden oroszlán fekete, G pedig azt állítja, hogy 
F téved. Hogyan bizonyíthatná G az állítását? 


(c 


ms 


F azt állítja, hogy minden 2-re végződő négyzetszám osztható 3- 
mal. G szerint F téved. Hogyan bizonyíthatná G az állítását? 
F-nek vagy G-nek van igaza? 


(d 


d 


F azt állítja, hogy ha egy derékszögű háromszög befogói a és b, át- 
fogója c, akkor a? -- b? — c2. Hogyan bizonyíthatná F az állítását? 


(e 


mi 


F azt állítja, hogy egy másodfokú egyenletnek lehetnek negatív 
gyökei. Hogyan bizonyíthatná F az állítását? 
(£ 


ks 


F azt állítja, hogy egy másodfokú egyenletnek lehet 3 gyöke. G 
szerint F téved. Hogyan bizonyíthatná G az állítását? 


:-) , Minden mohikán hazudik", mondta az utolsó mohikán. Igazat 
mondott? 





:-)] 1) A 3 prímszám. 
2) 4 osztható 3-mal. 
3) Ebben a keretben pontosan 1 igaz állítás van. 











Hány igaz állítás van a keretben? 


Egy 13 jegyű kódszámban bármely 3 szomszédos számjegy összege 11. 
A kód második jegye 6, a tizenkettedik jegy pedig 4. Mi a 13-adik 
jegy? 

Fogadjuk el igaznak, hogy ki korán kel, aranyat lel. Melyik állítás 
igazsága következik ebből? 

(a) Aki későn kel, nem lel aranyat. 

(b) Aki aranyat lelt, az korán kelt. 


(c) Aki nem lelt aranyat, az későn kelt. 


Ha kedd van, akkor Belgiumban vagyunk. Melyik állítás következik 
ebből? 

(a) Ha szerda van, akkor nem Belgiumban vagyunk. 

(b) Ha Belgiumban vagyunk, akkor kedd van. 


(c) Ha nem Belgiumban vagyunk, akkor nincs kedd. 


Mi a logikai kapcsolat az állítások között? (Melyikből következik a 
másik?) 
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1.32. 


KSE 


TT 


1.33. 


1.34. 
SZÉLES ÉÉES] 


TT 


1.35. 


FEE 


1.36. 
kez s 


fg 


1.37. 








A:255 B: 
A: Va? —5 c 3 B: 
A: Va2— 55 —4 B: 
A:r37—r—6—-0 B: 
A:x—2—650 B 
AT EB B 
A:7—-8 B 
A:rCTésyC3 B: 


A:1lz—5I €0,1ésly—5] €0,1 B: 


3 5 25 
x-5c9 
33-55 16 
7.2 
52 
3-3 
3-4 
r—yc4 


Tagadjuk a következő állításokat! Döntsük el, hogy igaz-e az állítás! 
Igaz-e a tagadása? 














1.41. ] vne NT 2]n 1.42. ] 3k e NT 2]k 
1.43. ] vne Nt 3kEeNt n]k 1.44. ] 3kENTVneNt n]k 
1.45. ] Pistike azt mondta reggel az anyukájának, hogy ha a hó miatt nem 
jár a busz, nem megy iskolába. A busz járt, Pistike mégsem ment 
iskolába. Hazudott-e reggel Pistike, amikor a már említett mondatot 
mondta? 
Hány olyan részhalmaza van a H — (1,2,3,..., 100) halmaznak, 


amelyre igaz, és hány olyan, amelyre nem igaz, hogy 


1.46. 


1.47. 


az 1 benne van a részhalmazban; 


az 1 és a 2 benne van a részhalmazban; 
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1.48. 








az 1 vagy a 2 benne van a részhalmazban; 
1.49. ] az 1 benne van a részhalmazban vagy a 2 nincs benne a részhalmaz- 
ban; 
1.50. ) ha az 1 benne van a részhalmazban, akkor a 2 benne van a részhalmaz- 
ban? 
Hány olyan H részhalmaza van az A, — (1,2,...,n) halmaznak, 


amelyre teljesül, hogy 


1.51. 


1.53. 


vs cnígeH c zr1(152.) vi(re HO 23318 H) 


vi(re HAz31EéEH—O r42ceH) 


Írjuk le logikai jelekkel az alábbi állításokat! 


1.54. 


1.55. 


j 


1.56. 
1.58. 


1.60. 


s 


1.62. 


s 


1.63. 








1.64. 


Nem igaz, hogy P vagy 0. 


Sem 0, sem P. 





Nem P, ha nem 0. 1.57. ] P pedig nem is 0. 


Csak akkor P, ha O. 1.59. ] Sem P, sem O. 








0, feltéve, hogy P. 1.61. ] Nem P, mégis O. 
P vagy O, de nem mindkettő. 


Nem igaz, hogy ha P, akkor egyúttal O is. 


Írjuk fel logikai kvantorokkal a következő mondatot: 


, Minden tengerész ismer olyan kikötőt, ahol van olyan kocsma, ahol 
még nem járt." 


Írjuk fel a mondat tagadását szöveggel és logikai kvantorokkal is! 
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1.65. ] Van egy zacskó cukorka és a tanulócsoport hallgatói. Melyik állításból 
következik a másik? 


(a) A csoport minden hallgatója szopogatott cukorkát (a zacskóból). 


(b) Van olyan cukorka (a zacskóból), amit minden hallgató szopoga- 
tott. 


(c) Van olyan hallgató, aki minden cukorkát szopogatott (a zacskó- 
ból). 
(d) Minden cukorkát (a zacskóból) szopogatta valamelyik hallgató. 


1.3. Bizonyítási módszerek 


Bizonyítsuk be, hogy 





1.66. ] 43 irracionális; 1.67. v2 irracionális; 
V3 
V2-1 új 
1.68. E -- 5 irracionális! 


1.69. ] Tudjuk, hogy z és y racionális számok. Bizonyítsuk be, hogy 
(a) 14y (b) 1—y 
(c) Ty (d) y A 0 esetén 5 
is racionális! 
1.70. ) Tudjuk, hogy z racionális szám, y pedig irracionális. 
(a) Lehet-e x -- y racionális? (b) Lehet-e x — y racionális? 


(c) Lehet-e xy racionális? (d) Lehet-e £ racionális? 
gy 


1.71. ) Tudjuk, hogy z és y irracionális. 
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JE72 


(a) Lehet-e x -- y racionális? (b) Lehet-e xy racionális? 


Igaz-e, hogy ha 


(a) a és b racionális számok, akkor a -t b is racionális? 
(b) a és b irracionális számok, akkor a -t b is irracionális? 


(c) a racionális szám, b pedig irracionális, akkor a -- b racionális? 





(d) a racionális szám, b pedig irracionális, akkor a -- b irracionális? 


Ádámnak 2 füle volt. Ha egy apának 2 füle van, akkor a fiának is 2 füle 
van. 


(a) Következik-e a fenti két állításból, hogy minden ma élő embernek 
2 füle van? 


(b) Kikről tudjuk biztosan állítani a fenti két állítás alapján, hogy 2 
fülük van? 


(c) Mire következtethetünk, ha a két állításból az elsőt elhagyjuk, és 
csak a másodikat használjuk fel? 


(d) Mire következtethetünk, ha a két állításból a másodikat elhagyjuk, 
és csak az elsőt használjuk fel? 


Tétel: Az 1 a legnagyobb szám. 


Bizonyítás: indirekt módszerrel. Tegyük fel, hogy nem 1 a legnagyobb 
szám, hanem A. Ekkor A 5 1. Mivel A 5 1, ezért A 5 0 is teljesül, 
tehát ha az A 5 1 egyenlőtlenséget megszorozzuk A-val, az A? 5 A 
egyenlőtlenséget kapjuk. Ez az egyenlőtlenség viszont ellentmond an- 
nak, hogy A a legnagyobb szám. Tehát az 1 a legnagyobb szám. 


Jó ez a bizonyítás? Ha nem, akkor hol a hiba? 
Legyen A1, 42, . . . állítások egy sorozata. Mi következik az alábbiakból? 


(a) Ai igaz. Ha A1, A2, . . . , An mind igaz, akkor A, 41 is igaz. 
(b) Ai igaz. Ha An és An4-1 igaz, akkor Any2 is igaz. 





(c) Ha A, igaz, akkor A, 41 is igaz. Azn hamis minden n-re. 
(d) A10o igaz. Ha An igaz, akkor Anyai is igaz. 


e) A10o igaz. Ha An hamis, akkor An41 is hamis. 
8 -k 





(f) Ai: hamis. Ha An igaz, akkor An41 is igaz. 
(g 


Mi 


Ai igaz. Ha A, hamis, akkor An. 1 is hamis. 
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TT 





1.79. 





1.80. 


1.76. 





1.78. 








Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges n € N esetén 16]5"t! — 4n — 5. 
Bizonyítsuk be, hogy tg 1"? irracionális. 


1 n 
Bizonyítsuk be, hogy ha n e NT, akkor n! c 7) § 


Legyen ai — 0,9, anyi — an — aZ. Igaz-e, hogy van olyan n, amelyre 
an c 107f ? 


Írjuk fel a következő kifejezéseket n — 1,2,3,6, 7, k és k -- 1 esetén 











(a) vn 
(b) V114 424434 4 vn 
TE TNÉ GARÉ 
1 1 1 1 
(d) iostoarztzait 3 TESTÉT? 


(e) 1-4-2-7-43-10-4---4n(8n 4 1) 
(f) 1-2732-313-4-4---4n(n 1-1) 














Az első néhány tag kiszámítása után sejtsük meg, milyen egyszerűbb 
kifejezéssel egyenlő az alábbi összeg, majd a sejtést bizonyítsuk be teljes 
indukcióval! 
(a) s t § ésére ; 

1-2 2.3 (n—1)-n 


(b) 153-...-4(2n—1) 





Bizonyítsuk be, hogy minden n pozitív egész számra igazak a kö- 
vetkező azonosságok: 


1.82. 


1.83. 





1.84. 





a" —b"—(a—bj(a— ! a7—2b TARYÉNBES] ab"? : 97) 


n(n-4 1)(2n-- 1) 


12 22 szog 2 s 
t2 n 6 
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2 
1.85. 184284 a (EE) 





2 
1 1 1 1 1 1 
1.86. 1 sag ke ; MESÉS 
213 2n ni41 n-i42 ton 


Fejezzük ki egyszerűbb alakban a következő kifejezéseket: 














1 1 1 
1.87. ME 
CS 1.2 2.3T (n—1)-n 
FEK 1! 1 1 
1.88. ke 
S 1.2.3 "2.31 LÉSTZESINCESI 


1.89. ] 1.-232-3----.-4n-(n31) 








1.90. ] 1.-2-342-3-4-4---tn:(n-41):(n-4 2) 








1.91. ] Egy gazdának van egy pár nyula. Minden nyúlpár 2 hónapos korától 
minden hónapban egy újabb párnak ad életet. Hány pár nyúl lesz a 2., 
3., 4., 5. és 6. hónapban? 


Legyen (un) a Fibonacci-sorozat, azaz uj — 0, 1 —lésn51 
esetén Un4i — Un t tn—1. 


ZEN 


1.92. ] Bizonyítsuk be, hogy un és un4i relatív prím számok. 





n 


1,6 
1.93. ) Bizonyítsuk be, hogy a ax Un C1,7" (n5 0). 











1.94. ) Bizonyítsuk be a következő azonosságokat: 


nT1 





(a) 1-4 u2 4-4 un — uny2 — (b) ut — un-1Un4yi — (—1) 














(c) ut u3 e uz Süni 


1.95. ] Hozzuk egyszerűbb alakra a következő kifejezéseket: 
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(a) s1—u04u2t:::Fuz — (b) $sn— uit u3 rk Unyi 
(c) Sn — 0 € U3 4: F Ugn (d) Sn — uiu2 4 u2yuz hb orr: b 
U2n—1U2n 


1.96. )] Tétel: Minden ló egyszínű. 
Bizonyítás: Teljes indukcióval belátjuk, hogy bármely n ló egyszínű. 
n — 1-re az állítás nyilvánvaló. Tegyük fel, hogy igaz n-re, és ebből 
fogjuk n -- 1-re belátni: adott n-- 1 ló közül az indukciós feltevés miatt 
az 1., 2., . . . , n. is egyszínű és a 2., . . . , n., (n--1). is egyszínű, tehát mind 
azni 1 egyszínű. 


Jó ez a bizonyítás? Ha nem, akkor hol a hiba? 


1.97. ] Tétel: Nincs józan tengerész. 
Bizonyítás: Teljes indukcióval. Tegyük fel, hogy az állítás igaz n 
tengerészre, és ebből fogjuk n - 1 tengerészre belátni. Adott n 41 
tengerész közül az indukciós feltevés miatt az 1., 2., . . . , n. tengerész 
nem józan, és a, 2., . . . ,n., (n 4 1). tengerész sem józan, tehát mind az 
n- 1 részeg. 


Jó ez a bizonyítás? Ha nem, akkor hol a hiba? 


1.98. ) Bizonyítsuk be a számtani-mértani közép közötti egyenlőtlenséget az 
n — 2 speciális esetben! 


1.99. ) Bizonyítsuk be, hogy az ax, a2, . . . an pozitív számok számtani, mérta- 
ni és harmonikus közepe a számok legkisebbike és legnagyobbika közé 
esik! 


Tudjuk, hogy a, b, c 5 0 és a3b-- c — 18. Határozzuk meg a, b és c 
értékét úgy, hogy a következő kifejezések értéke maximális legyen: 


ab 3- bc 4 ac 


Tudjuk, hogy a,b,c 5 0 és abc — 18. Határozzuk meg a,b és c 
értékét úgy, hogy a következő kifejezések értéke minimális legyen: 
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1.104. 


1.106. 


1.108. 


1.109. 


1.110. 
1.111. 


1.112. 








atbitc 1.105.] 2a71-bi-c 


3a12bT- c a? 3b? ré 


Tudjuk, hogy három pozitív szám szorzata 1. 


(a) Legalább mennyi lehet az összegük? 
(b) Legfeljebb mennyi lehet az összegük? 
(c) Legalább mennyi lehet a reciprokösszegük? 


(d) Legfeljebb mennyi lehet a reciprokösszegük? 


1 
Bizonyítsuk be, hogy haa 50, akkorat — 2 2. 
a 
; ; s ső k a b c 
Bizonyítsuk be, hogy ha a, b és c pozitív számok, akkor 5 1t-h—-723. 
c a 
1 2n 
Bizonyítsuk be, hogy minden pozitív egész n-re ( -k ) 2 4. 
n 


Egy motorcsónak motorja a csónakot állóvízben v sebességgel hajtja. 
A csónak az u sebességű folyóban s utat tesz meg a folyás irányában, 
majd visszamegy a kiindulási helyéhez. Mennyi lesz az átlagsebessége 
a teljes úton v-hez képest: v-vel egyenlő, v-nél nagyobb vagy v-nél 
kisebb? 


Egy kereskedőnek nem pontos a kétkarú mérlege, mert a karok hossza 
nem egyenlő. Miután tudja ezt, minden vásárlónál az áru egyik felét a 
mérleg egyik serpenyőjében, a másik felét a mérleg másik serpenyőjé- 
ben méri, gondolván, hogy ezzel kiküszöböli a mérleg pontatlanságát. 
Valóban ez a helyzet? 


Határozzuk meg az f(x) — r(1— 1) függvény legnagyobb értékét a (0, 1] 
zárt intervallumon! 


Hol van és mennyi a minimuma az alábbi függvényeknek, ha x 5 0? 
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1-2 ola) - E 





ia 


1.118. 


JENS 
1.120. 
1.121. 
1122 


1.123. 





1.124. 


Határozzuk meg az x?(1 — x) függvény legnagyobb értékét a [0, 1] zárt 
intervallumon. 


Mennyi a maximuma a g(r) — x(1— r)? függvénynek a, (0, 1] interval- 
lumon? 


Mennyi a minimuma az f(x) — 27? -- 7 2 5 függvénynek? 

Az y — 222 parabola melyik pontja van a legközelebb a (0, 5) ponthoz? 
Melyik az egységkörbe írható maximális területű téglalap? 

Melyik az egyenes körkúpba írható maximális térfogatú henger? 


Melyik az egységgömbbe írható maximális térfogatú egyenes körhen- 
ger? 


Legyen egy téglalap két éle a és b, átlója pedig c. Ekkor a téglalap 
területe 7 — ab, és a téglalap kerülete K — 2(a -- b). 











4 T ab 
Tehát: K - 3a 0) 
2 2 
Így: 2T c ab c 
es K 42 aib V2 
2T b 
Mivel 0 — a £ c, ezért: a(z -s) (53) 
Bészorúás utá 2Ta ac sz abc c? 
zorzás után: 
K 42 axb V2 
2a2b ac abc c 
T és K helyébe írjunk ab-t és 2 b)-t: c 
és elyébe írjunk ab-t és 2(a--b) JESY TÁST TETETE 
2a?b abc ac 2 





Rendezés után: 


2(a -- b) arb 72 V2 
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ab c 
Kiemelés után: a— c) c a — c 
ré s laá a (a — c) 
Osztunk ( )-vel, de c0 a s. 
ztunk (a — c-vel, de a— c : —— 
atb" V2 
a? aV2 
Né t eeténb—aésc—ayv2: sző zi gr— a 
égyzet esetén a és c — aV2 27 7 
Egyszerűsítés és rendezés után: 152 


Hol a hiba? 


1.4. Halmazok 


1.125.) Melyik állítás nem igaz? 


(a) A4B-(r:r€AV:gBY(b) AVB—-ANB 


(c) ANB-(AUBYVB (d) AVB-AN(An B) 


Melyik halmazzal egyenlő AU B? 
(a) (1:1ZAVIgZB) (b) (r:TZAAzgB) 
(c) (r:rTrEAVIEB] (d) (r:TEAAreEB] 
Melyik halmazzal egyenlő An (BU C)? 
(a) AU(BnO) (b) (AánB)uC 
(c) (AUB)nC (d) (AnB)U(An 0) 
Állapítsuk meg, hogy az alábbi állítások közül melyek igazak és 


melyek hamisak. Ha egy állítás igaz, bizonyítsuk be, ha hamis, 
adjunk ellenpéldát! 
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14281) 418-ANB (AUB)JNB—-A 
1.130. ] (AVB)U(AnB) — A AVB-AVB? 
1.132.) (4UBJVA—B (AUB)JVC—AU(BNO) 


1.134.) (AVB)nC—(AnO)N B 











1.135.] AVB—-ANW(An B) 


Legyenek A, B, C halmazok. Írjuk fel A, B, C és a halmazműveletek 
segítségével, azaz olyan jellegű formulával, mint például (ANB)UC, 
az alábbi halmazokat! 


1.136. ] Azon elemek halmaza, amelyek A-ban benne vannak, de B-ben és C- 
ben nincsenek benne. 


1.137. ] Azon elemek halmaza, amelyek A, B és C közül pontosan egyben van- 
nak benne. 


1.138.) Azon elemek halmaza, amelyek A, B és C közül pontosan kettőben 
vannak benne. 








1.139. ] Azon elemek halmaza, amelyek A, B és C közül pontosan háromban 
vannak benne. 


1.140. J Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges A, B halmazokra AU B — AnB. 


Bizonyítsuk be a De Morgan azonosságokat: 
[isz és Taeljz 








1.5. A valós számok axiómarendszere 


1.142. ) Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges a, b valós számokra 
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1.143. 


1.144. 


1.145. 


1.146. 


1.147. 


1.148. 


(a) lal- Io] 2 la -- b] (b) lal— Iol S 1a— b] £ lal - 16] 
Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges a1,a2,...,an valós számokra igaz, 
hogy 


la] 4 laz] 4 lan] 2 la1 4 a2 4 tt tk an] . 


Igaz-e, hogy ha 


(a) z a A, akkor [x] c [Al (b) Iz] — A, akkor [x2] c 4? 


Igaz-e minden az , az, . . . aan valós számra, hogy 











(a) la1 4 a2 4-4 an] £ la11 4 laz] 4 : : : — lan] 
(b) la1-a2 4 --- tan 2 la11 4 laz] - : : : — lan] 
(c) la1-k a2 A: : 4 an] a lai] A [az] - : : : -— lan] 
(d) la1-4-a2-4 ran] 5 la1] 4 laz] A : : : - lan] 




















Igaz-e minden a, b valós számra, hogy 
(a) la--b] 2 lal — Ib] (b) la-- b] £ lal — lb] 


(c) la— b] a Ila] — Toll (d) la— b] £ lal — Ib] 


Legyen H a valós számok egy nem üres részhalmaza. Mit jelentenek a 
következő állítások? 





(a) vreHdye H(y c 1) (b) ve Hire H(y c 1) 








(c) re HvVyeH(y2£ or) (d) ye HvVreEH(yS£ 1) 





Legyen H1—(hER:—3cháC1iIjés H—(heR:—3A hoc 1]. 
Melyik állítás igaz, ha H — Hi vagy H — H2? 








(a) vre Hdye H(y c 1) (b) vve Hire H(y c 1) 





(c) IreHvyeH(y ca) (d) yeHVvreH(y Sr) 





Legyn4—(aeR:—3caSgljéB—fbeR:—3cbacl]). 
Melyik állítás igaz? 
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(a) Vac Abe Bbca (b) ibeBVac Abca 


(c) vbeB]3ac Abca (d) dac AVbE Bbca 


Legyen H C R. Írjuk fel az alábbi állításokat logikai formulákkal, 
írjuk föl a tagadásukat, továbbá adjunk példát (ha van) olyan H-ra 
amelyikre teljesül, és olyanra is amelyikre nem! 


1.150.) H-nak van legkisebb eleme. 


1.151. ]  H bármely két (különböző) eleme között van (mindkettőtől különböző) 
H-beli elem. 


Határozzuk meg a következő számhalmaz-sorozatok metszetét! 
1 1 
An—(acD:— cac-) 
n n 
B.—tbeE RO : s cbc 54 
se on n 
1 1 
1.154.] CV —(ceED:v2—— cca V2t—-) 
n n 
1.155.] D.—(deN:—nadcanj 


1.156.] E,—(eeR:—ncecnt 


Legyen H C R. Írjuk fel a következő állítás tagadását: 


vre H3ye H(r526G yo 2?) 


Határozzuk meg a következő intervallumsorozatok metszetét! (Pél- 
dául rajz segítségével sejtsük meg a metszetet! Ha a sejtés szerint 
a metszet M, akkor bizonyítsuk be, hogy Vx € M esetén teljesül, 
hogy Vn x € In, továbbá hay g M akkor 3k y Z Ik. (Ittkésn 
pozitív egész számok.) 
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1.158. 
1.160. 


1.162. 








1.164. 


I, — [-/1/n, 1/n] 1.159.] I, —(—1/n,1/n) 


I,—2—1/n,3-1/n] 11.161.) I, —(2—1/n,3-1/n) 











In — [0,1/n] 1.163.) I) — (0,1/n) 
In — [0,1/n) 1.165. JI — (0, 1/n] 


Melyik állítás igaz? (A választ mindig indokoljuk!) 
(a) Ha egy egymásba skatulyázott intervallumsorozat metszete nem 
üres, akkor az intervallumok zártak. 


(b) Ha egy egymásba skatulyázott intervallumsorozat metszete üres, 
akkor az intervallumok nyíltak. 


(c) Egy egymásba skatulyázott, zárt intervallumsorozat metszete egyet- 
len pont. 


(d) Ha egy egymásba skatulyázott intervallumsorozat metszete üres, 
akkor van az intervallumok között nyílt. 


(e) Ha egy egymásba skatulyázott intervallumsorozat metszete üres, 
akkor van az intervallumok között nem zárt. 


(f) Ha egy zárt intervallumsorozat metszete nem üres, akkor az inter- 
vallumok egymásba vannak skatulyázva. 


A következő feladatokban is indokoljuk meg a válaszokat! 


1.167. 


1.168. 


1.169. 








1.170. 


Lehet-e egy egymásba skatulyázott intervallumsorozat metszete üres? 


Lehet-e egy egymásba skatulyázott, zárt intervallumsorozat metszete 
üres? 


Lehet-e egy egymásba skatulyázott, zárt intervallumsorozat metszete 
egyetlen pont? 


Lehet-e egy egymásba skatulyázott, nyílt intervallumsorozat metszete 
nem üres? 
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1.171. 


OJ 


1.172. 


1.173. 





1.174. 








1.175. 


1.176. 








1.177. 


1.178. 


1.179. 





1.180. 





1.181. 








1.182. 


1.183. 


Lehet-e egy egymásba skatulyázott, nyílt intervallumsorozat metszete 
üres? 


Lehet-e egy egymásba skatulyázott, zárt intervallumsorozat metszete 
valódi intervallum (nem csak egy pont)? 


Lehet-e egy egymásba skatulyázott, nyílt intervallumsorozat metszete 
valódi intervallum? 


Lehet-e egy egymásba skatulyázott, zárt intervallumsorozat metszete 
valódi nyílt intervallum? 


Lehet-e egy egymásba skatulyázott, nyílt intervallumsorozat metszete 
valódi nyílt intervallum? 





A valós számok axiómái közül melyek teljesülnek és melyek nem a racio- 
nális számok halmazára (a szokásos műveletekkel és rendezéssel)? 





Bizonyítsuk be az Archimédeszi axiómából, hogy (vb,c € 0) (An E 
N) nb c c! 


Bizonyítsuk be, hogy bármely két valós szám között van véges tizedes 
tört! 


Bizonyítsuk be, hogy bármely két valós szám között van racionális szám! 


Mi a kapcsolat a véges tizedestört alakban felírható számok halmaza és 
a racionális számok halmaza között? 


Bizonyítsuk be, hogy egy valós szám tizedestört-alakja akkor és csak 
akkor periodikus, ha a szám racionális. 


Fordítsuk le a végtelen tizedestörtekről tanultakat kettes számrendszer- 


re, azaz definiáljuk a véges és végtelen bináris (kettedes) törteket és 
mondjuk ki a tételeink megfelelőit! 


Ellenőrizzük, hogy a Cantor-axióma, állítása nem marad igaz, ha bár- 
melyik feltételét elhagyjuk. 


Igazoljuk a testaxiómák segítségével a következő azonosságokat: 
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(a) —a — (—1) - a (b) (a—b)—c—a—(b-- c) 
e) (—aj- be (a-b 1 b 
(c) (—a) (a: b) eye 
a c a -e 
(e) pa bd 


1.6. A számegyenes 


Szemléltessük a következő számhalmazokat számegyenesen! Dönt- 
sük el, hogy melyik intervallum, és melyik nem az! Az intervallu- 
mok esetében döntsük el, hogy melyik zárt, melyik nyílt, és melyik 
se nem zárt, se nem nyílt! 


4 — (1,2,31 [1.186. ) B — (2.6) 

(lá C-(xeR:2 cz c6) [1188.) D-í(íreéeN:2Xc2c6 
(1.189. ) E-(zeR:2 cz c6) [1190.] F-(reER:2c1926) 
(1.191. ) G-(xeR:2 cz c 6) [1.192.) H—(:cO0:2Xx23c26 


Döntsük el az alábbi halmazokról, hogy alulról korlátosak-e, felül- 
ről korlátosak-e, korlátosak-e, és hogy van-e legkisebb illetve leg- 
nagyobb elemük? 


1.193. / prímszámok halmaza, 1.194.) pozitív számok halmaza 
1 
1.195. ] [—5,—2) [1.196. ) —:neNt 


1.197.) (reR:z £73) (re0:r 273) 
1.199.) (meR:z c V2) (seg :zeV2) 


(tf ín EN :n prímszám An 7-2 prímszám) 
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Mi a kapcsolat az alábbi két állítás között, azaz melyikből következik 
a másik? 


P: Az A halmaz véges (azaz véges sok eleme van). 
0: Az A halmaz korlátos. 


Van-e olyan a1 , a, . . . számsorozat, amelyre az (a1, aa, . . .; halmaz kor- 
látos, de nincs se maximuma, se minimuma? 


Írjuk fel logikai jelekkel az alábbi állításokat! 


1.204. 


1.206. 


1.207. 








1.208. 


1.209. 


1.210. 


1.211. 


Az A halmaz korlátos. 1.205.] Az A halmaz alulról nem korlátos. 


Az A halmaznak nincs legkisebb eleme. 


Egy számhalmaznak hány maximuma, illetve felső korlátja lehet? 


Mi a kapcsolat az alábbi két állítás között, azaz melyikből következik 
a másik? 


P: Az A halmaznak van legkisebb eleme. 
0: Az A halmaz alulról korlátos. 


Legyen An B £ 0. Mit tudunk mondani sup A, sup B, sup(A U B), 
sup(An B) és sup(4A 4 B) kapcsolatáról? 





Za an 
Határozzuk meg - amennyiben léteznek - a fenti halmazok szuprému- 
mát, infimumát, maximumát és minimumát. 


1 1 
Legyen A — (0,1), B — [-//2,vV2] sc - ( - in ment. 


Legyen A egy tetszőleges számhalmaz, továbbá 


B-(-a:ac4)C-(5:ac4azol 


Milyen kapcsolat van a felső és alsó határok között? 


Határozzuk meg a következő halmazok minimumát, maximumát, 
infimumát és szuprémumát, ha vannak! 
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1.220. 


1.221. 








1.222. 


1.225. 


1.226. 








1.227. 








1.212.) [1,2] 1.213.] (1,2) 
1.214. l  (ENt 1.215.) o 

2n—1 SE 
1.216. ezzen] 1.217.] (V3:neNtj) 
— u E 
1.218.) (x:x€(0,1n0) 1.219. ren inkeNt] 
si Sti n 


í(Vn41—V/n:n.keNt) 


Iregiment) 
(vV2:neNt) (V27—n:neN) 


Legyen H a valós számok egy nem üres részhalmaza. Mi a, következő 
állítások logikai kapcsolata? 


(a) H alulról nem korlátos. (b) H-nak nincs legkisebb eleme. 








(c) vre HigyeH(y — 1). (d) vve Hir: € H (y — 2). 


Tudjuk, hogy c felső korlátja H-nak. Következik-e ebből, hogy sup H — 
c? 


Tudjuk, hogy H-nak nincs c-nél kisebb felső korlátja. Következik-e 
ebből, hogy sup H — c? 


Legyenek A és B a valós számok nem üres részhalmazai. Bizonyítsuk 
be, hogy ha 
Va € A db € B(a £ b), 





akkor sup A £ sup B. 


Bizonyítsuk be, hogy alulról korlátos, nem üres halmaznak van alsó 
határa! 
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Legyenek 2, y, A, B tetszőleges valós számok, € pedig pozitív valós 


szám. 


következik a másik? 


1.229. 


1.230. 
esszé 
1.231. 
1.232. 


1.233. 
1.234. 


1.235. 





P:]Ír— A] c E 
P: IT — y] c 2E 
P: Ir] c Aés [u] c B 


P: Ir] c Aés [ly] CB 





P: Iz] € A és [vu] c B 


e 
a 
Oo: 
e 
a 


Mi a P és O állítások logikai kapcsolata, azaz melyikből 


:A—ecx a ATteE 
:[1— Al Ccecés][y— Ace 
x1—]Iy] c4— B 


: Iz1- ly] c 44 B 








: I11— I] c 44 B 


Adjunk példát olyan nem üres valós számhalmazra, amelyik korlátos, 


de nincs legkisebb eleme! 


Tegyük fel, hogy a H C R halmaz nem üres. Mi a következő állítások 
logikai kapcsolata, azaz melyikből következik a másik? 


P: H-nak nincs minimuma. 


e 


:vaeRtibeH bca 





2. fejezet 


Számsorozatok konvergenciája 


2.1. Az (an) sorozat konvergens és tart a b € R számhoz, ha 





VE 5 0 no Vn 2 no(lan — b] — 2). 


Egy adott €-hoz tartozó ng természetes számot küszöbindexnek nevezzük. 
Ha az (an) sorozat tart a b számhoz, ezt a következőképpen jelölhetjük: 


lim an — b vagy liman — b vagy an — b, han — oo vagy an — b. 
n-oo 
Ha az (an) sorozat nem konvergens, akkor azt mondjuk, hogy az (an) sorozat 
divergens. 


2.2. Azt mondjuk, hogy az (an) sorozat határértéke co, vagy (an) tart 
végtelenhez, ha 
VPERdno Vn2 no(an 5 P). 





Ennek jele 


lim an — o00 vagy liman — co vagy an — co, han co vagy an — 00. 
n-roo 


2.3. Azt mondjuk, hogy az (an) sorozat határértéke -oo, vagy (an) tart 
mínusz végtelenhez, ha 


VPERdno Vn2 no(an  P). 





Ennek jele 


lim an — —o0o vagy liman — —o0o vagy an —? —oo, 
7—reú 


ha n G o0 vagy an 7 —o0. 


2.4. Azt mondjuk, hogy az (an) sorozat oszcillálva divergens, ha nincs 
sem véges, sem végtelen határértéke. 
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2.5. Rendőr-szabály. Ha valahonnan kezdve an £ bn £ cn, létezik az (an) 
és a (cn) sorozat határértéke és 


akkor a (bn) sorozatnak is létezik a határértéke és 


lim 
n7a oo 


lim an — lim b, — lim cn, 
1—oO n—-oo 


n-poo 


an — lim ca, 
n-oo 


2.1. Sorozatok határértéke 


Legyen az (an) sorozat a következőképp megadva: an, — 18 ——. A 


n 
feladatokban szereplő n és ng jelek pozitív egész számokat jelölnek. 


Adjunk meg olyan ng számot, hogy Vn - ng esetén teljesüljön, hogy 


(a) lan — 1] €0,1 


fEóZ Van-e olyan ng szám, hogy Vn 5 ng esetén teljesül, hogy 


lan — 2] € 0,001? 


(EE Igaz-e, hogy 














(a) VeSs0 3Jno 
(b) dno Ve50 
(c) JE5S0 dno 
(d) de 50 3Jno 
(e) VESO0 dno 
(f) ves0 Jno 


Vn5 no 
Vn5 no 
Vn5 no 
Vn5 no 
Vn2£ ng 
Vn2£ ng 


Pana VE. zza TNS szman ll same Cl ama VlÉ sema ) 





(b) lan — 1] € 0,01 


an—1 
an—1 
an—1 
an—1 
an—1 
an—1 





SZG 
6 
SG 
28 
SZG 


aiső ÖRK vöseb HRE list ERRE "lás ENE Siső SÖRE ds 


26 


Adjunk meg olyan N küszöbindexet, ahonnan kezdve az egyik so- 
rozat nagyobb, mint a másik! 


an — 10n2 4 25 


an — 4m5 — 312 — 7 


b, —n 


3 


ba. — 10n 430 
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DIGI a. — 37 — n2 ba 72? 4n 
2.7. )] a. —2743" bh 7-4" 
2.8. ú, 2" ba sni 
2.9 an —n! ba -n" 


Era 1 
2.10. ) a, —Vn§1—v/n bh. 
n 








2.11. ! a, —2" fszájő 
ZET Bi 1 

2.12. ) an — 0,999 bh 7 
öze—üii n 

2.13. ! a, — 10? ban —n! 





Keressünk olyan N számot, hogy Vn 5 N esetén teljesüljön, hogy 


1 
2.14. ) 1,017 5 1000; 2.15. zat a 
(2.14. ) 0, 9 k 1007 
2.16. ) 42 c 1,01. :/n € 1,0001. 
2.18. ] n256n-i 15 2.19. ] n3 5 6n? 3 15n 137 


2.20. ] n—4n425 6n?—15ni1 37 





2.21. ] n— 4n2 325 6n? — 15n 337 


Mutassuk meg, hogy van olyan ng szám, amire igaz, hogy minden 
n 5 no esetén 


VnFT—/n €£0,01 VnF3— V/n c 0,01 
VnF5- VT c 0,01 [2.25] V775-n c001 


Bizonyítsuk be az alábbi egyenlőtlenségeket! 
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1 1 
2.26. ) Vn 5 10 esetén 27 5. n3; VES14—gt-et 7 c 2 
n 


Melyik állításból következik a másik? 


P: Az (an) sorozatban van legnagyobb és legkisebb tag. 


O: Az (an) sorozat korlátos. 


Igaz-e, hogy b pontosan akkor határértéke az (an) sorozatnak, ha 


(a) bármely E 5 0-ra az an sorozatnak végtelen sok tagja van c-nál 
közelebb b-hez? 


(b) bármely E - 0-ra az an sorozatnak csak véges sok tagja van b-től 
legalább ze távolságban? 


(c) van olyan Ez 5 0, amelyre az an sorozatnak végtelen sok tagja van 
€-nál közelebb b-hez? 


(d) van olyan € 5 0, amelyre az an sorozatnak végtelen sok tagja van 
b-től legalább ez távolságban? 


Mit mondhatunk a (—an) sorozat határértékéről, ha 


2.30. lim an—a(ac€R); 2.31. lim an — oo; 
n—-oo n-—oo 

2.32. lim an — —oo? 2.33. ] an oszcillálva divergens? 
na oo 


Mi az alábbi két állítás logikai kapcsolata? 


P: lim an — co 
na oo 


A: (an) alulról korlátos, de felülről nem korlátos. 


Határozzuk meg a következő sorozatok határértékét, és adjunk meg 
egy €-tól függő küszöbindexet: 
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2.35.) 1" 2.36. es 
eezeszezesgjj n Césszttsttgtélő v/n 
1-4 vn 2.38. ] 2 
ESZES. — KESSESEETTTK 6 5 
2.39. ) 2-1! NN 205 3n 
———— (nr 2 HB FR 7n6. 2 
S 1 s 
di, E 2.42. ) VTFT— vm 
2.43. ] Vn241—n 2.44. — 
HENNNNNNNEEN —— — n—-4yn 
az ) 14--bn ERNST SE 
Vet] Sa 2.46.) n ( aba 1) 
GES n 
2.47. I/n2r14Vn2—1—2n l 2.48. J V/n42—Vn-2 





Konvergensek-e vagy divergensek-e a következő sorozatok? Határozzuk 
meg a határértékeket, ha vannak! 


3, han páros 3, han 100 
(a) an — 38 (b) an — 
4, — han páratlan 4, han: 100 


) 


0, ha n páratlan 


3n, ha n páros n, ha n páros 
(c) an — ; (d) an 
4n?, han páratlan 


1 
2.50. ] Bizonyítsuk be, hogy az — sorozat nem tart 7-hez! 
kene nn 
B § a 1 
2.51. ] Bizonyítsuk be, hogy a (—1)"— sorozat nem tart 7-hez! 
—— n 


2.52. ] Bizonyítsuk be, hogy a (—1)" sorozat nem tart 7-hez! 


2.53. ] Bizonyítsuk be, hogy a (—1)" sorozat divergens! 








2.54. ] Bizonyítsuk be, hogy konvergens sorozatnak mindig van legkisebb vagy 
legnagyobb tagja. 
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Adjunk példát arra, hogy an — bn — 0 de ka -51 


Bizonyítsuk be, hogy ha (an) konvergens, akkor (lan]) is. Igaz-e az 
állítás megfordítása ? 


Abból, hogy aZ — a? következik-e, hogy an — a? 
És abból, hogy aZ — a? következik-e, hogy an — a? 


Bizonyítsuk be, hogy ha an — a 5 0, akkor /an — va. 


Melyik állításból következik, hogy an — 00? 


2.59. 


2.60. 


VK esetén a (K, 00) intervallumon kívül az an sorozatnak csak véges 
sok tagja van. 


VK eseten a (K, 00) intervallumban az an sorozatnak végtelen sok tagja 
van. 


Tegyük fel, hogy lim an — oo. Melyik állítás igaz erre a sorozatra? 
n-roo 
Melyik állításból következik, hogy lim an — 00? 
n-poo 


(a) Az an sorozatnak nincs legnagyobb tagja. 
(b) Az an sorozatnak van legkisebb tagja. 


(c) A (3, 00) intervallumon kívül az an sorozatnak csak véges sok tagja 
van. 


(d 


Mud 


VK esetén a (K,oo) intervallumon kívül az an sorozatnak csak 
véges sok tagja van. 


(e) A (3, 00) intervallumban az an sorozatnak végtelen sok tagja van. 


(f) VK eseten a (K, 00) intervallumban az an sorozatnak végtelen sok 
tagja van. 


Igaz-e, hogy ha egy sorozatnak van (véges vagy végtelen) határértéke, 
akkor a sorozat alulról vagy felülről korlátos? 


Mi az A és a B állítások logikai kapcsolata, azaz melyikből következik 
a másik? 
P: Az (an) sorozat szigorúan monoton nő. 


O: Az (an) sorozat tart a végtelenhez. 
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Lehet-e az an sorozat határértéke —oo, co vagy egy valós szám, ha 


2.64. 


TRRNENNSSB ) 


2.65. 


e] 


2.66. 


2.67. 


e] 


2.68. 


Ssszezzeeszif 


2.69. 


2.7O. 








2.71. 


a sorozatnak végtelen sok 3-nál nagyobb tagja van? 


a sorozatnak végtelen sok 3-nál kisebb tagja van? 


a sorozatnak van legnagyobb tagja? 
a sorozatnak van legkisebb tagja? 


a sorozatnak nincs legkisebb tagja? 


a sorozatnak nincs legnagyobb tagja? 


Van-e olyan oszcillálva divergens sorozat, amelyik 


(a) korlátos 


(b) nem korlátos? 


Egy sorozatnak végtelen sok pozitív és végtelen sok negatív tagja van. 
Lehet-e a sorozat konvergens? 


A következő, végtelenbe tartó sorozatokhoz keressünk küszöbinde- 


xet: 


2.72. 





2.74. 








2.76. 





n— V/n 
VI-EV27-- E vN 
n 
2" 
n 


Tetszőleges a valós szám esetén határozzuk meg 


tékét. 





2.73. 
2.75. 


2.77. 





1732-----4n 
n 

n? — 10n 

10n -- 100 


n! 
2n 


2 





je an határér- 


Tetszőleges a valós szám esetén határozzuk meg Vn? — n 3 1— an ha- 


tárértékét. 
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2.80 


2.82 
zzzszzátbt 








Bizonyítsuk be, hogy ha an 5 0, 


sorozat oszcillálva divergens? 


dn--1 





Tetszőleges a, b valós számok esetén határozzuk meg V(n -- a)(n 1 b) — 
n határértékét. 


2.81. ] Bizonyítsuk be, hogy ha anyi — an ? c 5 0, akkor an — oo. 


3 c 5 1, akkor ap — 00. 


dan 


2.83. ] Melyek azok az x valós számok, amelyekre a tizedestört jegyeiből álló 


2.2. A határérték tulajdonságai 


Meg lehet-e mondani az adott egyenlőtlenségek alapján, hogy a 
bn sorozatnak van-e határértéke, illetve meg lehet-e határozni a 
határértéket, ha van? Ha igen, határozzuk meg bn határértékét! 


2.84. B ojat 
n n 
1 
2.86. ] — cb, CV/n 
n 


2.88. ) b, c —1,01" 





is az. 











2.85. 


2.87. 





2.89. 











1) Z 1 
4 a Pasa KS Ta 
n 2 ba 
ba c n? 


2.90. ] Bizonyítsuk be, hogy ha az (an) sorozatnak nincs végtelenhez tartó 
részsorozata, akkor a sorozat felülről korlátos. 


2.91. J Bizonyítsuk be, hogy ha (a2n), (a2n-r1), (a3n) konvergensek, akkor (an) 


2.92. ] Lehetséges-e, hogy az (an) sorozatnak nincs konvergens részsorozata, 
de (lan]) konvergens? 


Legyen a egy valós szám és an — a. Bizonyítsuk be, hogy 
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(2.93. Jha a 5 1, akkor aZ — oo. ha lal C 1, akkor aZ — 0. 
[ 2.95. ) na a 5 0, akkor £/an — 1. ha a c —1, akkor aZ divergens. 


2.102. 





2.101. 





2.103. 


Bizonyítsuk be, hogy ha (an - bn) konvergens és (bn) divergens, akkor 
(an) divergens. 


Igaz-e, hogy ha (an : bn) konvergens és (bn) divergens, akkor (an) is 
divergens? 


Igaz-e, hogy ha (an/bn) konvergens és (bn) divergens, akkor (an) is 
divergens? 


Bizonyítsuk be, hogy ha lim isldasase 





— 0, akkor (an) konvergens és 
an 
lim an — 1. 


Tegyük fel, hogy az (an) sorozatra teljesül, hogy ere mg Bizo- 
nyítsuk be, hogy an — 10. : 


Tegyük fel, hogy az (an) sorozatra $/an — 0,3. Bizonyítandó, hogy 
an 7 0. 


p(n4 1) 
p(n) 


Legyen p(z) egy polinom. Bizonyítsuk be, hogy a 1. 


Tegyük fel, hogy az an sorozatnak van határértéke. Mi a következő 
állítások logikai kapcsolata? 


2.105. 


2.106. 





2.104. 





2.107. 


1 
P: Minden elég nagy n-re— Can OO: lim ar: 0 
n 


no oo 


1 
P: Minden elég nagy n-re— xan OO: lim ap20 
n 


n-oo 


no oo 


1 
P: Minden elég nagy n-re— Can, OO: lim ap20 
n 





Í 
P: Minden elég nagy n-re— xan OB: lim ap50 
n 


n.o oo 


Tegyük fel, hogy az an és bn sorozatnak van határértéke. Mi a 
következő állítások logikai kapcsolata? 
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2.108.] P: Minden elég nagy n-re an Cbn OO: lim an Ca lim bn 
na oo n-poo 


2.109.] P: Minden elég nagy n-re an Cbn OB: lim an £ lim ba 
na oo 1—GO 


Melyik állításokból következik, hogy az an, sorozatnak van határér- 
téke? Melyik állításokból következik, hogy a, konvergens? Melyik 
állításokból következik, hogy an divergens? 


E 


2.110. ] b, konvergens és an 5 ba minden elég nagy n-re. 
2.111.] lim b, — oo és an 5 ba minden elég nagy n-re. 
n-oo 
2.112.] lim b, — —oo és a, 5 ba, minden elég nagy n-re. 
n-oo 


2.113. ] b, és ca konvergens és b, CX an 2 ca minden elég nagy n-re. 





2.114. ] lim b, — co és an Ca ba minden elég nagy n-re. 


n-oo 


Korlátosak-e felülről a következő sorozatok? Határozzuk meg a 
határértékeket, ha vannak! 


VIZ 4 n Vig V2r tv 
il n 








Konvergensek-e vagy divergensek-e a következő sorozatok? Hatá- 
rozzuk meg a határértékeket, ha vannak! 
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2.125.) 1—248— 2 2.126. 7) 
n241 ——  — 3n 
e 3. 2 EE 
2.127. eltek. Klnzés 2.128. j/ MESÉSB 
——— —  vVn§ 3 1-- 10012 4ni1 n§ 34 10012 4 n--1 
9 NENNENEN 2 BE ht) 
2129.) -/2t7T1 2.130.) Et(6D" 
MESRÁÁSSÁSÁSS ÉSE 313n331 ———  — 3n27-1 
2 SENNKKKNNNNRK 2 
19" 2.132.) 7-1 
2.131. (1 -k 5) SZÉ 21 
2.183.) [ 2.134.) 2-1! 
18 ———— fnt2 
Ezt e 6 5 
2.135.] — aaa] érte 
——  ni1 ———  7n§—-2 
—,————————,— ah ———— 5 p 
2137.) tm 2.138.) 7 t2 
 — n-€41 —W—— I 5n-1 
—————— —— — új TZTEZEN n n 
2.139.) 2 tt 2140.) 2t3 
5n2 32 SE 493 (—7)r 
2.141.) S70 4nyn 2.142 Tm— 2n7 
S EJ  n1/4 $/n i — 3n3418n2—9 





Mi a következő állításpárok logikai kapcsolata? 


2.143.] P: a, konvergens és ban konver- Oa: an 4 ban konvergens 
gens 


2.144.] P: an tbn—P 00 : dan - 00 és bh PF 00 





2.145.] P: a, 14 b, — 00 : an 7 00 vagy bn — 00 


2.146.] P: a) -bh 90 : an 7 0 vagy bb 0 


2.147.] P: a, és ba korlátos : an Ft bn korlátos 


9 a OO 


: an " ban korlátos 





2.148.] P: ay és ba korlátos 
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2.149. 


2.150. 





2.151. 


2.152. 


2.153. 


HEHE 


2.154. 


2.155. 


2.156. 


Mutassunk példákat az an -- bn sorozat lehetséges viselkedésére, ha 


lim an — 00 és lim ba — —oo. 
ne oo n-oo 


Mutassunk példákat az an : ba sorozat lehetséges viselkedésére, ha 


lim an —0 és lim b, — oo. 
n-oo n-oo 


a 
Mutassunk példákat az 1 sorozat lehetséges viselkedésére, ha 
n 


lim a, — 0 és lim b, — 0. 
n-oo n-oo 


a ; sa 
Mutassunk példákat az v8i sorozat lehetséges viselkedésére, ha 
n 


lim an — o0 és lim ba — co. 
n-oo no oo 

Tegyük fel, hogy a bn sorozat egyetlen tagja sem 0. MiaP ésa oO 
állítások logikai kapcsolata, azaz melyikből következik a másik? 


1 
P:bn 00 a: 78 30 
Mi a P és a O állítások logikai kapcsolata, azaz melyikből következik a 
másik? 
BE DA: an—bn 70 


Tegyük fel, hogy an — co és ban — co. Mi a P és a O állítások logikai 
kapcsolata, azaz melyikből következik a másik? 
Bs el DA: an—bn 70 


n 


Tegyük fel, hogy an 0 és ba - 0. Mi a P és a O állítások logikai 
kapcsolata, azaz melyikből következik a másik? 
P.E zi DA: an—bn 70 


n 


2.3. Monoton sorozatok 


Legyen (an) és (bn) két monoton sorozat. Mit tudunk mondani 
a monotonitás szempontjából a következő sorozatokról? Milyen 
további feltételek mellett lesznek monotonok? 
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2.157. 


2.159. 


2.161. 


2.162. 


2.163. 


2.164. 


fü 4bó fan ebhő 
lan: ba) 6) 


n 


Legyen ai —1,ésn2 1 esetén anyi — V2an. Bizonyítsuk be, hogy az 
an sorozat monoton növő! 


1 

Legyen ai — 7 ésn72 1 esetén an41 — 1— V1— an. Bizonyítsuk be, 
hogy a sorozat minden tagja pozitív, továbbá, hogy a sorozat monoton 
csökkenő! 

Legyen az — 0,9, és n 2 1 esetén anyi — an — aZ. Bizonyítsuk be, 
hogy a sorozat minden tagja pozitív, továbbá, hogy a sorozat monoton 
csökkenő! Mutassuk meg, hogy van olyan n e Nt, amelyre igaz, hogy 
an a 107, és adjunk példát ilyen n számra! 


; , a 
Legyen ai 5 0, és minden n e Nt esetén AB 5 1,1. Mutassuk meg, 


an 
hogy van olyan n e Nt, amelyre igaz, hogy an 5 107, és adjunk példát 
ilyen n számra! 


Mi a következő állítások logikai kapcsolata, azaz melyikből követ- 
kezik a másik? 


2.165. 


2.166. 


2.167. 


2.168. 


P: Az a, sorozat monoton nő. 
0: Az an sorozat végtelenhez tart. 


P: Az a, sorozat monoton csökken. 
0: Az an sorozat mínusz végtelenhez tart. 


Tegyük fel, hogy az (an) sorozat tagjai n 5 1 esetén kielégítik a an c 


dn—1 ta jú 4 ; , 
e egyenlőtlenséget. Bizonyítsuk be, hogy az (an) sorozat 


nem lehet oszcillálva divergens. 


1 
Legyen ai — a 5 0 tetszőleges, an41 — 5) (e. -k 2). Mutassuk meg, 
dn 
hogy an ? Va. 
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Határozzuk meg a következő rekurzív sorozatok határértékét, ha 
van! A rekurzív képletekben n 2 1. 


2.169. 








Korlátosak-e, illetve monotonok-e a következő sorozatok? 


2an 


























d1 — 25 dni41 — 1. az 2.170. di — 1, 5, dn41 — —dn tk 1 
5 
NOSE Üjet — sei an Tt — 
2.171.] az —3, anyi — ő n [2.172.] a1—6, anyi — 5 n 
1 
2.173.] az —0, anyi — V2-T an 2.174.] a1— 0, anyi — JET" 
SSE § HENNNKKKKKEN Hi n 
2.175 0 s 2.176 ú 1 
. :] a1—0, a E § .]! a1—0 a es 
d , 4ni31 4 — an , Unt1 1 x an 
2.177. da1 — 1, an41 — an t — 2.178. di — 0, 9, dn41 — dn — az 
Sászásászátásllslbl s EE 
2.179.) a1—1, anyi — V2an III a. — 1, anyi — an 4 —— 
E! a3 41 


Hatá- 


rozzuk meg a határértékeket, ha vannak! 


1 n 

2.181. ( s 2) 
1 n 

( § 1) 


2.4. A Bolzano-Weierstrass-tétel és a Cau- 
chy-kritérium 


1 n-41 
(13) 
(z) 





Írjuk fel a Cauchy-kritérium tagadását egy (an) sorozatra! Mi a felírt 
állítás logikai kapcsolata az , (an) divergens" állítással? 


Mi a következő állításpárok logikai kapcsolata? 


P: azn és a2n31 konvergens 


0: an konvergens 


2. SZÁMSOROZATOK KONVERGENCIÁJA 45 [] 


2.187.] P: aon, a2n41 és azn konvergens O: an konvergens 
2.188.] P: 497405 A: an 5 


Következik-e valamelyik állításból, hogy a sorozat konvergens? 


2.189.] anj1—an 7 0,hano co 
1 ; 
2.190. ] lan— am] c minden n, m-re 
ntim 


Döntsük el az alábbi sorozatokról, hogy van-e konvergens részsoro- 
zatuk! 


ve8 1 
(-1) ú 
va -1" 








se 


2.195. J Bizonyítsuk be, hogy ha az (an) sorozatnak nincs konvergens részsoro- 
zata, akkor lan] — co. 


2.196. / Bizonyítsuk be, hogy ha (an) korlátos és minden konvergens részsoro- 
zata a-hoz tart, akkor an — a. 


2.197. ] Bizonyítsuk be, hogy ha az (an) sorozatnak nincs két, különböző ha- 
tárértékhez tartó részsorozata, akkor a sorozatnak van határértéke. 


2.198. J Bizonyítsuk be, hogy ha lanyi — an] C 2" minden n-re, akkor az (an) 
sorozat konvergens. 











2.199. ] Tegyük fel, hogy any1—an — 0. Következik-e ebből, hogy a2n—an — 0? 


2.5. Sorozatok nagyságrendje 


2.200. Bizonyítsuk be, hogy n! A n" igaz! 
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2.201. ] Tegyük az alábbi sorozatokat nagyságrend szerint sorba! 


(n7), (2427), — (100/m), (5) 





megfelelő helyre V/n-et, $/n-et, ... , §n-et! 


2.202.) Illesszük be az n A n? - n? - ... 227237 a... an An sorba a 


Keressük meg az alábbi sorozatok között az összes aszimptotikusan 
egyenlő párt! 


(n), (m), (mnlan), (vn), (Wn) (vn3a1), (v2) 





Konvergensek-e vagy divergensek-e a következő sorozatok? Hatá- 
rozzuk meg a határértékeket, ha vannak! 




















2.204.) 2 2.205.) § 
L 3n kez 2n 
2.206.) (11) 2.207. (5) 
E Sszszikkésil 5 
2.208.) lt 2.209.) ET? 
EZÉS] ggjeri B a -s 
EN 20 2.211. ú 
CEE 237 assist Its 
ee tig 5 E áz Ő —— 100 
2.212.) T-vnir 2.213.) 2 

2— AT n] EE 100n 
2.214. E 2.215. ] 0,997n? 
ösze ak n!  szmmmmsmzzszzzzádl 
2.216.) 2-9 2.217.) LO 

n10 — 9n ——— n 
AÉztáő a ÖT ZEKE 
2.218.] 2.219.) $273nt1T 
SJ 127 hl 
e n--6 2 
2.220.) E tr 

2n7-3 

2.221. EB 








ETT 
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2.6. Vegyes feladatok 


1.4 1 
Legyen an — —1—7---:-4— (n tagú az összeg). Mivel a tagokat alkotó 
n n 


n 
sorozatok 0-hoz tartanak, ezért az an sorozat tart 0-hoz. Másrészt 





1 

minden n-re an — n : — — 1, ezért an - 1. Melyik következtetés a 
n 

hibás, és mi a hiba benne? 


1 197 
2.223. Tudjuk, hogy 173 —— 1 továbbá 17" — 1, ezért (1 um; ) a 1. 
2 n 


Másrészt a Bernoulli-egyenlőtlenség felhasználásával bizonyíthatjuk, hogy 
1y" 1YV" 

(1 HE 5) 2 2, tehát ( -k 5) határértéke nem lehet kisebb 2-nél. 
n n 


Melyik következtetés a hibás, és mi a hiba benne? 


2.224. ] Tegyük fel, hogy $/an — 2. Mit mondhatunk a lim an határértékről? 
a n-oo 





1 
2.225.) Tegyük fel, hogy £/an 5 Mit mondhatunk a lim an határértékről? 


n-oo 


2.226.) Tegyük fel, hogy £/an ? 1. Mit mondhatunk a lim an határértékről? 


2.227.) Tegyük fel, hogy an — 2. Mit mondhatunk a lim an határértékről? 





1 
2.228. J Tegyük fel, hogy an 2 Mit mondhatunk a lim aZ határértékről? 
sz n—oo 








2.229. ] Tegyük fel, hogy an 2 1. Mit mondhatunk a lim aZ határértékről? 
n-poo 


TERNEK ) 


Mutassunk példát olyan an sorozatra, amelyre igaz, hogy 
a 
lim TE — 1, és 
n-ooo An 


2.230. i - 2.231. i — 
set ÉT jziez 


n-poo 





3. fejezet 


Valós függvények határértéke, foly- 
tonossága 


3.1. Jensen-egyenlőtlenség. Az f függvény akkor és csak akkor konvex 
az (a, b) intervallumon, ha bárhogy megadva véges sok 21, 2, . . . , tn € (a, b) 


számot és t1,t2,...,tn 2 0 súlyokat úgy, hogy pa t;—1 


is1 


J b 4) s DD tf(x), 
i7—1 i—1 


más szóval a súlyozott középen vett függvényérték kisebb vagy egyenlő a 
függvényértékek súlyozott közepénél. 


3.2. Határérték és egyenlőtlenségek kapcsolata. 


— Ha a egy környezetében f(x) £ 9g(2), f-nek és g-nek létezik a határér- 
téke a-ban, akkor 
lim f(r) £ lim 9(1). 


ra 


— Ha f-nek és 9-nek létezik a határértéke a-ban és 


lim f(x) c lim 9(2), 


r1—-a 
akkor a egy környezetében f(x) C g(r). 


— Rendőr-szabály. Ha f(x) £ g(x) 2 h(z) a egy környezetében, f-nek 
és h-nak létezik a határértéke a-ban, 


lim f(x) — lim h(2), 


ra 26a 


akkor a g függvénynek is létezik a határértéke a-ban és 


lim f(x) — lim g(x) — lim h(2). 


20a r21-a ra 
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3.3. 


3.4. 


3.5. 


,50-szor korlátos az 07. Ha lim f(x) — 0 és g(xr) korlátos, akkor 
2—-ra 


lim f(x)g(x) — 0. 


r1-a 


Folytonosság és határérték kapcsolata. 


Az f függvény akkor és csak akkor folytonos az a pontban, ha az a 
pontban létezik a függvény határértéke és az megegyezik az f(a) he- 
lyettesítési értékkel. 


Az f függvény akkor és csak akkor folytonos jobbról az a pontban, ha 
az a pontban létezik a függvény jobboldali határértéke és az megegyezik 
az f(a) helyettesítési értékkel. 


Az f függvény akkor és csak akkor folytonos balról az a pontban, ha 
az a pontban létezik a függvény baloldali határértéke és az megegyezik 
az f(a) helyettesítési értékkel. 


Korlátos zárt intervallumon folytonos függvények. 


Weierstrass tétele: Korlátos zárt intervallumon folytonos függvény- 
nek van legnagyobb értéke, azaz maximuma, és van legkisebb értéke, 
azaz minimuma. 


Bolzano tétele: Ha az f(x) függvény folytonos az [a, b] korlátos zárt 
intervallumon, akkor a függvény f(a) és f(b) között minden értéket 
felvesz. 


Inverz függvény folytonossága: Korlátos zárt intervallumon folyto- 
nos és invertálható függvény értékkészlete egy korlátos zárt intervallum, 
és ezen a függvény inverze folytonos. 


Egyenletes folytonosság. 


Heine-Borel tétele: Korlátos zárt intervallumon folytonos függvény 
egyenletesen folytonos. 


Az f(1) függvény akkor és csak akkor egyenletesen folytonos a korlátos 

nyílt (a, b) intervallumon, ha folytonos (a, b)-n és léteznek és végesek a 
him f(2), him f(x) határértékek. 

roa ke sdsze al " ji 


Ha f(x) folytonos az [a, 00)-en, deriválható (a, 00)-en és a derivált kor- 
látos, akkor f(x) egyenletesen folytonos [a, 00)-en. 
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3.1. Függvények globális tulajdonságai 


Jelölje [z] az z szám egészrészét, azaz azt a legnagyobb egész számot, 
amelyik nem nagyobb, mint 2. Ábrázoljuk a következő függvényeket! 


(a) [2] (b) [-/2] 


(c) [z-7-0, 5] (d) [22] 


Jelölje ír) az z szám törtrészét: (ír) — x— [x]. Ábrázoljuk a következő 


függvényeket! 
(a) (a) (b) (—a) 
(c) (27-0,5) (d) (22) 


Függvényt ad-e meg a következő képlet? 
1 harcO0 
D(x) — 
0 harz£o0 


Adjuk meg a következő függvények képleteit a grafikonjaik alapján! 


(a) (b) 
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(c) (d) 











Határozzuk meg a valós számok legbővebb részhalmazát, ahol a 
következő függvények értelmezve lehetnek! 


Párosítsuk a függvényeket és a függvénygrafikonokat! 
(a) (z—1)2— 4 (b) (z—292--2 
(c) (742232 (d) (z43)7—2 


(A) (B) 
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(C) (D) 

















3.10. ) Az alábbi ábrákon az y — —1? függvény négy eltoltjának a grafikonját 
ábrázoltuk. Írjuk fel a grafikonoknak megfelelő képleteket! 


(a) (b) 

















(c) (d) 




















3.11. ] Vannak-e egyenlők a következő függvények között? 
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(a) fi(2)—z (b) fe(r) — Vr2 
(c) /3(x) — (va) (d) f(x) — ne? 
(e) f(x) — e"? (£) f(x) — (v-a) 


3.12. )] Határozzuk meg a függvényértékeket, ha f(x) — r--5 és g(r) — x? — 3. 


(a) f(g(0)) (b) 9(f(0)) 
(c) f(g(2)) (d) 9(f(2)) 
(e) f(f(—5)) (£) 9(g(2)) 
(g) f(f(2)) (h) 9(9(2)) 
$4a-] Halássüemeateevéngötékékel ha fid erei ádáz seg 
(a) f(g(1/2)) (b) a(f(1/2)) 
(c) f(g9(2)) (d) 9(f(2)) 
(e) f(f(2)) (£) g(g(2)) 
(g) f(f(2)) (h) 9(9(2)) 


Melyik függvény páros, melyik páratlan, melyik se nem páros, se 
nem páratlan, melyik páros is, és páratlan is? 



































JEE. (s 3.15. [ 21 
3.16. sing 3.17. cos TT 
3.18. ) 2-€tsinx 3.19.) 27 cos 
3.20. [ 3 3.21. ) (11)? 
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Tegyük fel, hogy f és g mindenütt értelmezett valós függvények. 
Döntsük el az alábbi következtetésekről, hogy igazak-e. A válaszo- 
kat indokoljuk! 


3.26. ] Ha f páratlan, akkor f(0) — 0. 


3.27. ] Ha f(0) — 0, akkor f páratlan. 





3.28. ] Ha f páros, akkor f(—5) — f(5). 
3.29. ] Ha f(—5) — f(5), akkor f páros. 
3.30. ] Ha f és g páros, akkor fg páros. 
3.31. ] Ha f(—5) A —f(5), akkor f nem páratlan. 


3.32. ] Ha f és g páratlan, akkor fg páros. 





3.33. ] Ha f és g páratlan, akkor fg páratlan. 








3.34. ) Ábrázoljuk a következő függvények grafikonját! Színezzük be pirossal 
az r-tengelyen azokat az intervallumokat, ahol a függvény monoton 
csökken. Van-e olyan függvény ezek között, amelyik az egész értelmezési 
tartományán monoton csökken? 

(a) sinx (b) cosz 


(e) 27 (a) - 


(e) Iz] (£) 127 — 2] 
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(8) tga (h) ctgz 


3.35. ] Van-e olyan függvény, amely R-en monoton nő és monoton csökken? 
Ha van, akkor adjuk meg az összes ilyen függvényt! 


Válaszoljunk az alábbi kérdésekre. A válaszokat indokoljuk! 


3.36. ] Lehet-e két szigorúan monoton növő függvény összege szigorúan mono- 
ton csökkenő? 


3.37. )] Lehet-e két szigorúan monoton növő függvény szorzata szigorúan mo- 
noton csökkenő? 


§ 


38 Igaz-e, hogy két szigorúan monoton csökkenő függvény összege szigo- 
rúan monoton csökkenő? 





3.39. ] Igaz-e, hogy két szigorúan monoton csökkenő függvény szorzata szigo- 
rúan monoton csökkenő? 


Jelölje D(f) az f függvény értelmezési tartományát, R(f) pedig 
az értékkészletét. Van-e olyan monoton növő függvény, amelyikre 
igaz, hogy 


3.40. ) D(f) — (0,1) és R(f) — [0, 1] 


3.41. ) D(f) — [0,1] és R(f) — (0,1) 








3.42. ) Írjuk fel logikai jelekkel, hogy egy függvény korlátos! 


Adjunk meg alsó, illetve felső korlátokat a következő függvények- 
hez, ha vannak! Melyik függvény korlátos? 


3.43. Í 22 sinz 
[z] 
(2) ú 
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1 
1- 22 





3.49. 10g2 T 3.50. 


Tegyük fel, hogy az f függvény mindenütt értelmezett. Írjuk fel 
logikai jelekkel és adjunk példát arra, hogy az f függvénynek 


3-ban maximuma van! a maximuma 3. 


3.53. ] van maximuma! 


nincs minimuma! 


Mi a következő állítások logikai kapcsolata, azaz melyikből követ- 
kezik a másik? 


3.59. ] P: Az f függvénynek van maximuma. 
0: Az f függvény felülről korlátos. 


3.56. ] P: Az f függvénynek nincs minimuma. 
0: Az f függvény alulról nem korlátos. 


Adjuk meg a következő függvények m minimumát és M maximu- 
mát a megadott intervallumokon, ha vannak! 


(EH - fogd) lal [13] 
3 [—1,1) (EE sing (—T, 7) 
3.61. ! cosz (—r, 7) 3.62. ) [z] [—1, 1] 


[a] (—1,1) (a) [1.1] 


Mutassunk példát olyan mindenütt értelmezett függvényre, ame- 
lyik 


3.65. ) sem alulról, sem felülről nem korlátos. 
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korlátos, de nincs sem minimuma, sem maximuma. 


Mutassunk példát olyan függvényre, amelyiknek az értelmezési tar- 
tománya a [—1,1] intervallum, és a függvény 


3.67. 


sem alulról, sem felülről nem korlátos. 


korlátos, de nincs sem minimuma, sem maximuma. 


Van-e olyan függvény, amelyik 


3.69. 


3.70. 


jl 


3.71. 


3.72. 








3.73. 





szigorúan monoton csökken (—oo, 0)-ban, szigorúan monoton nő (0, 00)- 
en, és 0-ban nincs minimuma? 


monoton csökken (—oo,0]-ban, monoton nő (0, 00)-en, és 0-ban nincs 
minimuma? 


nem korlátos [0, 1]-en? 
korlátos [0, 1]-en, de nincs sem maximuma, sem minimuma, [0, 1]-en? 


pozitív R-en, de nincs minimuma? 


Adjuk meg a következő függvények legkisebb pozitív periódusát! 


83 


3.74 


3.76. 





3.78. 


3.80. 


3.81. 

















sinT 3.75. ] sin(27) 
sin je 3.77. tgx 
2 id 
8 . x 
sinzttga 3.79. ) sin27--tg 5 





Bizonyítsuk be, hogy ha egy függvény p szerint periodikus, akkor p 
minden pozitív egész többszöröse szerint is periodikus! 


Periodikus-e az f(x) — 3 függvény? Ha igen, akkor adjuk meg az összes 
olyan számot, amely szerint periodikus! 
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Van-e minden nem konstans periodikus függvénynek legkisebb pozitív 
periódusa? 


3.83. Periodikus-e a 
1 hazcO0 
D(x) — 
0 har:z£o0 


Dirichlet-függvény? Ha igen, akkor adjuk meg az összes olyan szá- 
mot, amely szerint periodikus! 


Döntsük el, hogy konvex-e illetve konkáv-e az adott függvény 





(0, 00)-ben! 
3.84. [ g 3.85. ] xy 
3.86. [ VT 3.87. ) —a? 
3.88. sinxr 3.89. [2] 











3.90. ] Legyen f valós függvény a (0, 10) intervallumon. Mi a P és O állítások 
logikai kapcsolata, azaz melyikből következik a másik? 


P: f konvex az (3, 8) intervallumon. 
A: f konvex az (5, 7) intervallumon. 


9 Adjuk meg az összes olyan függvényt, amelyik egyszerre konvex és kon- 
káv az (1,2) intervallumon! Van-e ezek közt szigorúan konvex vagy 
szigorúan konkáv? 


sa 
[rt 


Tegyük fel, hogy f értelmezve van a (—1, 3) intervallumban. Mi a kö- 
vetkező állítások logikai kapcsolata, azaz melyikből következik a másik? 


2 
P: 0) c [DET 
O: f konvex a (—1, 3) intervallumban. 
3.93. ] Döntsük el, hogy konvex-e illetve konkáv-e a Vz függvény a [0,00) 


intervallumban! Írjuk fel a megfelelő Jensen-egyenlőtlenséget. ti — 


1 
...— tn — — súlyokkal! 
n 
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3.94. 


3.95. 


Rajz 





3.97. 


] 


3.98. 


3.99. 





3.100. 


3.101. 








3.102. 


Vázoljuk az r! függvény grafikonját, és az [1,2] intervallum feletti 
húrját! Írjuk fel az r!9 függvény [1, 2] intervallum feletti húrjának az 
egyenletét! Bizonyítsuk be, hogy r!9 c 10237 — 1022 minden z € [1, 2]- 
re! 


Írjuk fel az sin z függvény [e 5] feletti húrjának egyenletét! 


sin(r/6) 4 sin(r/2) r/6-- x/2. 
2 2 j 





Melyik nagyobb: vagy sin 


Írjuk fel az log-x függvény [2, 4] feletti húrjának egyenletét! 


log; 2 -- log; 4 
Melyik nagyobb: log; 3 vagy e al 


oljunk függvénygrafikont úgy, hogy a függvény legyen 
monoton növő [1, 2]-ben és monoton csökkenő [3, 4]-ben 
monoton növő [1, 4]-ben és monoton csökkenő [3, 5]-ben 
konvex [1, 4]-ben és konkáv [4, 5]-ben 

konvex [1, 4]-ben és konkáv [2, 5]-ben 


szigorúan monoton növő [1, 2]-ben, szigorúan monoton csökkenő [2, 4]- 
ben, és legyen maximuma 2-ben 


szigorúan monoton növő [1, 2]-ben, szigorúan monoton csökkenő [2, 4]- 
ben, és legyen minimuma 2-ben 


Rajzoljunk függvénygrafikont úgy, hogy a függvényre teljesüljön, 


hogy 


3.103. 
3.104. 


3.105. 








3.106. 


vari e [.. 2] A Vx2 e [1,2] f(xi)— f(x2) 
vari e [[/ 2]AVr2 e [1,2] (m15332 —  f(xs)5 f(x2)) 


vari e [.[/ 2]AVvr2 e [1,2] (15332 — f(x) 2 f(22)) 


f(x) x f(22) 
2 




















Vxi e€ [1.2] A Vx2 € [1,2 Jce [71,T2] f(c) — 
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3.107.] 331 €[12 


3.108.] Vai e [1,2 


3.109.] va e [1,2 











3.110.) Jzo e [12 








3.111.) (vari e [1 

















vac [1.2] (e) fen 
zmtx2). f(x)- (2) 
ER) 


r(gmrln) fed ír 








x2€E [1, 2] f(a1) 2 f(22)) AN (VTi is [1, 2] dT2 E [1, 2] 


3.112. Melyik függvény egy-egy értelmű ráképezés (bijekció) az egész szám- 


egyenesen? 
(a) x 

(c) 28 
(e) VT 


(8) 5 


(b) 22 
(d) va 
(2) ve 
1/z haz40 


(h) jei 0 haz—0 


3.113.] Adjuk meg a következő függvények inverzeit! Rajzoljuk fel egy koordi- 
nátarendszerbe az inverz párokat! 


(a) x? 


(c) 27 


(b) 33-71 


(d) 27—1 


Adjunk meg olyan intervallumokat, ahol a függvény egy-egy értel- 
mű (injekció)! Határozzuk meg a függvények inverzét ezeken az 
intervallumokon! 


Ea - 


nr) ve 
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3.116. 


3.118. 


3.119. 


3.120. 


3.121. 


ajgjs 3.117. ] 27 


Keressünk olyan függvényeket, amelyek egyenlők az inverzükkel! 


Mi a következő két állítás logikai kapcsolata, azaz melyikből következik 
a másik? 


P: Az f függvény szigorúan monoton. 
0: Az f függvénynek van inverze. 


Mutassuk meg, hogy az 
xx, harcO0 
f(z) — 
—rharzg£O0 


függvény semmilyen intervallumon sem monoton, de a függvénynek van 
inverze! 


Keressünk inverz párokat a grafikonok között! 


(a) (b) 
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(c) JJ (d) 











(e) (£) 














(h) 











(9) A 
s 


3.122.) Van-e olyan mindenütt értelmezett függvény, amelynek a grafikonja 
szimmetrikus az 





(a) x tengelyre? (b) y tengelyre? 


3.123.] Mi a következő állítások logikai kapcsolata, azaz melyikből következik 
a másik? 
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P: Az f függvény monoton nő R-en. 
OO: Mindenre R esetén f(r4 1) 2 f(x) 





lumban minden értéket pontosan egyszer vesz fel! 


1 1 
3.124. ] Bizonyítsuk be, hogy az f(r) — — 4 zi függvény a (0,1) interval- 
1 ms 


1 
3.125. ] Bizonyítsuk be, hogy ha minden x € R esetén f(x 4 1) — Í 2 isi 
— f(x 





akkor az f függvény periodikus! 


3.126. Tegyük fel, hogy az f függvény páros. Lehet-e f-nek inverze? 


3.127. ] Tegyük fel, hogy az f függvény páratlan. Következik-e ebből, hogy 
f-nek van inverze? 








3.128.] Ábrázoljuk a következő f és g függvényeket! Határozzuk meg a go f 
függvényt! Igaz-e, hogy a g függvény az f függvény inverze? 


, har c0 Tr, haz c0 
f(a2) — 5 1/2 haz—-0 és 9(29— 40 ha0Cxci 
:rt1 harz50 xr—1 ha:z21 


3.2. A határérték 


3.129.] Az ábrán látható f(x) függvény grafikonja alapján döntsük el, hogy 


léteznek-e az alábbi határértékek, és ha igen, adjuk meg ezt az értéket! 


1 2 3 





(a) lim f(2) (b) lim f(x) (e) lim f(z) 


64 Ű 
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3.130.] Az ábrán látható f(r) függvény grafikonja alapján döntsük el, hogy 
léteznek-e az alábbi határértékek, és ha igen, adjuk meg ezt az értéket! 








(a) Him /(2) (b) lm f() (0) Im f(x) 


3.131. ] Mely állítások igazak az ábrán látható f(r) függvény grafikonja alap- 
ján? 








(a) dim f(x) létezik. (b) Jim f(x) —0 (c) lim f(2)—1 
(d) Jim f(x)—1 (e) Im /(m) —0 


(f) Az f(z) függvénynek a (—1, 1) nyílt intervallum minden pontjában 
van határértéke. 


3.132. ] Mely állítások igazak az ábrán látható f(r) függvény grafikonja alap- 
ján? 
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(a) lim f(x) nem létezik. 
ro2 

(b) lim f(x) — 2 
ro2 

(c) lim f(x) nem létezik. 


(d) Az f(x) függvénynek a (—1, 1) nyílt intervallum minden pontjában 
van határértéke. 


(e) Az f(x) függvénynek az (1, 3) nyílt intervallum minden pontjában 
van határértéke. 


3.133. ] Mely állítások igazak az ábrán látható f(r) függvény grafikonja alap- 





ján? 
(a) Jim 7() — 1 (b) Hm (a) —0 
(0) Hm f(x) — 1 (d) Him f(x) — Jim (2) 
(e) lim f(x) létezik. (f) lim f(x) —0 


(g) lim f(r)— 1 (h) lim f(x) — 1 
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G) Jim (a) — 0 G) Jim 7(m) — 2 
(k) hm f(x) nem létezik. (1) him f(x) —0 


3.134. Írjuk fel logikai jelekkel az alábbi állításokat! Adjunk példát olyan függ- 
vényekre, amelyekre igazak az állítások! 


(a) lim f(r)—4 (b) lm f(m)—oo (c) lim f(m)— —oo 


(d) lim f(xy—4 (e) lim f(ry— oo (f) lim f(x) — —co 


ro3t r1oa3t roa3t 
(g) Jim f(x)—-4  (h) lm f(m)—oo (1) lim f(x) ——oo 


G) Jim f(2)—4 — (k) lim f(x)—oo (1) lim f(x) ——o0 


1—pOoO 


(m) lim f(r)—4 (nm) lim f(x)—oo (0) lim f(x) ——oo 


3.135. ] Keressük meg azokat a függvényeket, amelyeknek létezik és ugyanaz a 
határértéke 3-ban! 





(a) 5 (b) 6 
la CAN nss is 
(e) —zp 0 7 
(2) 5 (n) 


Határozzuk meg az alábbi határértékeket behelyettesítéssel! 


lim őz mszrisaű 
lm (7x — 3) 3.139.) im 


x ro17xr—3 
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lim 322(7x — 3) 
ra —-1 


lim xsing 
ror/2 


3.141. 


2 
lim 


ro17x3—3 








3.143. 


.  cosg 
lim 


O6r1—ag 








Határozzuk meg az alábbi határértékeket a törtek egyszerűsítése 
után! 


3.144. 


[ 1—5 
lim — — 
r—5 x2 — 25 





3.146. 
3.148. 


3.150. 


Ti 


ti3t—2 
ELET ——————— 
ta1 t2—1 


tm 4778 








3.152. 


2399 2 9 


xr—1 











3.154. 


01V2:t3—2 


—1 
im £T 











ri T—1 


x? 437 — 10 











3.145.) úm Et? . 
10—3 12 447 --3 
SS b ME jé 
3.147.) im £—2t10 
132 x — 2 
Na 2 ár 
HED im (tr 2 
E 1. 12—1—2 
FNONMENÉSÉSESS s 
3.151.) tm 2-2 








3.153. 








3.155. 


ro4 2 Va 
. Var238—3 
lim ——  —— 


Fszzesm] :Tt1 


. vV1-Fra:x2—1 
Ti ———— — 
360 ő vi 


Határozzuk meg a következő trigonometrikus határértékeket! 


3.156. 


3.158. 


3.160. 








3.162. 


Határozzuk meg a következő határértékeket, ha léteznek! 


. sing 
lim 
260 fg 
sin(ÚV2) 
lim — —— 
4730 942 


singy 





1m 
yo0 4y 





. tg2T 
lim — 
rTO0 hi 


3.157. 





3.159. 


3.161. 











3.163. 


1— cosx 


lim 5 


TO0 x 
sin kt 


im 
160 t 








3 
ho sin 37 
2t 


lim 
tootgt 
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3.164.] lim rxsinx 
260 


I 
3.165.] lim sin — 
rT30 pej 


Határozzuk meg a következő függvények határértékeit a c0-ben és 


a —o0o-ben! 











3.166.) 2218 
SJ 52347 
NK 3. 

3.168.) 27 —/T 
E] gi 
ző 2 

3.170.) 27-72 
j SAZSZNZESSESSSE ESÉSE x3 -k 1 








277 —7xri-1 
EGYNNTESN FF, 
KERETES ÉSE áj / 2 -k 1 az 1 
3.169.] 272t? 
————— 512t7T 
1 5 
3171.) 2 t2 
372 — g—3 








Határozzuk meg az alábbi függvények (véges illetve végtelen) ha- 


tárértékét a o0-ben! 


2/3-Ta71! 





Bo LTr2s 
32 —7 
3 
3.174.) 22-72 
r2-t1 
2 
3.176. ) 22 7rt1 


vVr4731--1 


3.173.) 2tvT 
2— VT 


277 —7xri1 








3.175. 











Vr3t3-T7 
———mizőji 3. 2 
3.177. V2r" 4171 


Vr32t1--1 


Számítsuk ki a következő féloldali határértékeket! Mindegyik fel- 


adatnál számoljuk ki a másik oldali határértéket is! 


3.178. lim ÉS 
230t 32 








3.182.) lm 
1o—8t TTt8 
4 
3.184. li es ÉEttt 
(3.184. ) 2371 (1-7) 




















Számítsuk ki a következő határértékeket! 


3.179.) im é 
————,——,] —ra307 22 
3.181.) Tim 
et gajett — 3 
3.183.) lm ZT 
VESZEE a S SSS OZ 
—— TI száj 
3.185. lm fF—— 
————  a2750- r2(r11) 
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sinx e? 
3.186. i 3.187. im — 
tes a 3487.) lm 
Inx x? 
ze] ye 5] Z 


x—oo ez 








Legyen k egy rögzített pozitív egész szám. Számítsuk ki a követ- 
kező határértékeket: 


im HERE 


Van-e határértéke 0-ban a következő függvényeknek? Van-e félol- 
dali határértékük ugyanitt? 


[e] (x) 
1, harc0O , hazrcO0 
Tekebb sets 


3.196. ] Mutassunk példát olyan mindenütt értelmezett függvényre, amelyiknek 
pontosan 2 pontban van határértéke! 


3.197. ] Van-e olyan mindenütt értelmezett függvény, amelyiknek végtelen sok 
pontban végtelen a határértéke? 





ú3 


3.198. Bizonyítsuk be, hogy ha f nem konstans, periodikus függvény, akkor 
f-nek nincs határértéke végtelenben! 


Van-e határértéke végtelenben a következő függvényeknek? 


3.199.) [g] 3.200.) (x) 
3.201.) sinz 3.202.) ter 


Mi a logikai kapcsolata a következő állításoknak, azaz melyikből 
következik a másik? 
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3.206. 


3.203. 
3.204. 


3.205. 





P: lim f(x) —5 a: lim f(x) — 25 
P: Jim f(2)— —5 oO: aim If(2]—5 
P: Jim f(4)-— 60 e: mim 73 -0 


Van-e határértéke az 


(a) an — sin(nr) sorozatnak? — (b) f(x) — sin z függvénynek végte- 
lenben? 


(2) an — [A] sorozatnak? (4) f(z) — [e] Migvénynek 0-ban? 
n 


Mi a logikai kapcsolata a következő állításoknak, azaz melyikből 
következik a másik? 


3.207. 


3.208. 








3.209. 
3.210. 


3.211. 


3.212. 


P: Az f(n) sorozat határértéke 5. O: lim f(2) 5. 


1 
P: Az f G) sorozat határértéke O: lim f(a) — 5. 


s 


P: lim (f(x) 4 9(r)) — 00 
A: lim f(x)g(x) — 00 


P: lim (f(x) 4 9(a)) — 00 
A: lim f(x) — 00 vagy lim g(r) — 00 


P: lim f(x)g(z) — 00 
A: lim f(x) — oo vagy im g(x) — 00 


1—poo 


Legyen f mindenütt értelmezett függvény! Mi a 
P: lim f(r)—0 OO: Az f(n) sorozat határértéke 0 
4-0 


állítások logikai kapcsolata, azaz melyikből következik a másik, ha 
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(a) f tetszőleges? (b) f folytonos? 


(c) f monoton? (d) f korlátos? 


3.3. Folytonos függvények 


3.213.) Írjuk fel logikai jelekkel, hogy az f függvény folytonos 3-ban! 


Mi a következő állítások logikai kapcsolata, azaz melyikből követ- 
kezik a másik? 


3.214. 


3.215. 








3.216. 


3.217. 


3.218. 








3.219. 


P: Az f függvénynek van határértéke 3-ban. 
0: Az f függvény folytonos 3-ban. 


P: Az f függvénynek nincs határértéke 3-ban. 
OO: Az f függvény nem folytonos 3-ban. 


Folytonosak-e 0-ban a következő függvények? 


1, hhrec0 
0, hargoO 


x:x, hhazcO0 


(a) 0 - ( MLS 


(b) f(x) — ( 


Mutassunk példát olyan függvényre, amelyik pontosan 2 pontban foly- 
tonos! 


Az f, 9: RG R függvények egy pontban eltérnek, mindenhol máshol 
megegyeznek. Lehet-e mindkét függvény mindenhol folytonos? 


Tegyük fel, hogy az f, g : R - R függvényeknek minden pontban 
van véges határértékük és a határértékek meg is egyeznek. Következik- 
e ebből, hogy f — g mindenhol? Mi a helyzet akkor, ha f is, g is 
folytonos? 


Mi a következő állítások logikai kapcsolata, azaz melyikből következik 
a másik? 

P: Az f és g függvények folytonosak 3-ban. 

0: Az f — g függvény folytonos 3-ban. 


Tegyük fel, hogy f folytonos, g pedig nem folytonos 3-ban. Lehet-e 
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3.222. 


3.223. 


(a) fág (b) fg 
folytonos 3-ban? 


Tegyük fel, hogy sem f, sem g nem folytonos 3-ban. Következik-e ebből, 
hogy 


(a) fág (b) fg 
sem folytonos 3-ban? 


Tegyük fel, hogy f is, g is folytonos 3-ban. Következik-ebből, hogy az 


Í függvény is folytonos 3-ban? 
g 


Hol folytonosak a következő függvények? 


3.224. 


3.228. 








1a Tr 
v- 97 


Adjunk példát olyan f : RO R függvényre, amelyik sehol nem folyto- 
nos, de [fI mindenütt folytonos! 


Milyen c szám megadása esetén lesznek a következő függvények 
folytonosak a 0-ban? 


3.229. 
3.230. 


3.231. 








3.232. 


Fe x212 har530 
T-A medre harc0 


sinxr 





66) har £A£0 
c har—0 
fiz xÖrr4t1 har50 
T-A am kbrác har c0 
fi vVvr:t2 haz2:0 
1757 (tc? harco0 
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3.234. 


3.235. 


3.236. 


3.237. 


3.238. 


Bizonyítsuk be, hogy minden 3-adfokú polinomnak van valós gyöke! 


Tegyük fel, hogy az f pozitív függvény folytonos [a, b]-ben. Bizonyítsuk 
be, hogy van olyan c € la, b], amelyre igaz, hogy 


(aj fg TT (b) 7(0 — STT) 


Tegyük fel, hogy f folytonos [a, bI-ben, továbbá f(a) 2 a és f(b) £ b. 
Bizonyítsuk be, hogy van olyan c € [a, b], amire f(c) — c. 


Tegyük fel, hogy f és g folytonosak [a, b]l-ben, továbbá f(a) 2 9g(a) és 
f(b) £ g(b). Bizonyítsuk be, hogy van olyan c € [a,b], amire f(c) — 
9(9. 


Tegyük fel, hogy f és g folytonosak [a, b]-n, és minden x € [a, b] esetén 
f(x) a 9(a2). Bizonyítsuk be, hogy van olyan m 5 0 szám, hogy minden 
x € la, b] esetén g(z) — f(a) 2 m. 


Adjunk példát olyan f : [0, 1] 2 R függvényre, amely egy pont kivéte- 
lével folytonos és 


(a) nem korlátos. (b) korlátos, de nincs legnagyobb 
értéke. 


Mi a következő állításpárok logikai kapcsolata, azaz melyikből kö- 
vetkezik a másik? 


3.239. 
3.240. 


3.241. 








3.242. 


P: f folytonos [1,2]-n 08: f-nek van maximuma és minimuma [1, 2]-n 
P: f folytonos (1, 2)-n O: f-nek van maximuma és minimuma (1, 2)-n 
P: f korlátos (1,2)-n  O: f-nek van maximuma és minimuma (1, 2)-n 


P: f korlátos [1, 2]-n OG: f-nek van maximuma és minimuma [1, 2]-n 


Van-e olyan függvény, amelyik 


nem folytonos [0, 1]-en, de [0, 1]-en van maximuma is és minimuma is? 
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3.244. ) folytonos (0, 1)-en, és (0, 1)-en van maximuma is és minimuma is? 


3.245. ) folytonos (0,1)-en, de (0,1)-en nincs sem maximuma, sem minimu- 
ma? 





HBE 


3.246. ) folytonos [0, 1]-en, de (0, 1]-en nincs sem maximuma, sem minimuma? 


Van-e maximuma a következő függvényeknek a [77, 888] intervallu- 
mon? 


3.247.) 37tősing 4 VT sin(2r) -- cos(37) 
3.249.) [ri] (2) 


Jelölje D(f) az f függvény értelmezési tartományát, R(f) pedig az 
értékkészletét! Van-e olyan függvény, amelyikre igaz, hogy 


3.251. ] D(f) —(0,1) és R(f) — [0, 1] 


3.252.) D(f) — [0,1] és R(f) — (0,1) 


3.253.) D(f) — (0, 1] és R(f) — [3, 4] U (5, 6] 


Van-e olyan monoton növő függvény, amelyikre igaz, hogy 
3.254. ] D(f) — (0,1) és R(f) — [0, 1] 
3.255. ] D(f) — [0,1] és R(f) — (0,1) 


3.256.) D(f) — (0, 1] és R(f) — [3, 4] U (5, 6] 


Van-e olyan folytonos függvény, amelyikre igaz, hogy 


3.257.) D(f) — (0,1) és R(f) — (0, 1] 


3.258.) D(f) — [0,1] és R(f) — (0,1) 
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3.259.) D(f) — (0, 1] és R(f) — [3, 4] U (5, 6] 


3.260. ] Bizonyítsuk be, hogy (korlátos) zárt intervallumon folytonos függvény 
értékkészlete (korlátos) zárt intervallum. 


3.261. ] Bizonyítsuk be, hogy ha az f függvény folytonos R-en, továbbá a határ- 
értéke végtelenben is, és mínusz végtelenben is nulla, akkor f korlátos! 





3.262. ] Bizonyítsuk be, hogy ha az f függvény folytonos R-en, továbbá a ha- 
tárértéke végtelenben is, és mínusz végtelenben is végtelen, akkor f-nek 
van minimuma! 


Bizonyítsuk be, hogy az rsinz — 100 egyenletnek végtelen sok gyöke 
van! 


B BEBE 


Hol folytonosak jobbról, hol folytonosak balról, illetve hol folyto- 
nosak a következő függvények? 


[e] [e 
Iz] -— [—2] [r1— [—a] 


Hol folytonosak a következő függvények? 


1 
cos-, harzrÁ0 
[1 


3.268.) f(x) — 
0 har—0 


1 
xsin-, hazÁ0 
z 


fe) - 


0 har—0 


Egyenletesen folytonosak-e a következő függvények az adott inter- 
vallumokban? 


f(a)—az2 — (—o0,00), [-2.2], (-22) 
f2)—— (oo), [12], (12), [1.00) 


4. fejezet 
A differenciálszámítás és alkalma- 
zásal 


4.1. Az f függvénynek pontosan akkor van érintője az a pontban, ha itt 
deriválható. Ekkor az érintő egyenlete 


y— f(a)(z— a) 4 f(a) 


4.2. Ha az f(x) függvény deriválható az a pontban, akkor a függvény foly- 
tonos az a pontban. 

Ez a tétel nem fordítható meg: például az f(x) — Ir] függvény folytonos 
0-ban, de itt nem deriválható! 


4.3. Deriválási szabályok. Ha f és g deriválható a-ban, akkor 


— tetszőleges c € R esetén c: f deriválható a-ban és 
(c. fy(a—c- f (a); 
— f 1 g deriválható a-ban és 
(f 4 gy (a) — f(a) 4 g (a); 
— f:g deriválható a-ban és 


(9) (a) — f(a) : 9(a) 4 f(a) : 9 (a); 


— 9g(a) A 0 esetén J deriválható a-ban, és 
g 
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4.4. Láncszabály. Ha g deriválható a-ban, f deriválható g(a)-ban, akkor 
Jog deriválható a-ban és 


(fogy (a) — f(9(a)) : g (a). 


4.5. Inverz függvény deriváltja. Ha f folytonos és invertálható a körül, 
a-ban deriválható, és f"(a) A 0, akkor fr! deriválható f(a)-ban és 





4.6. Középértéktételek. 


— Rolle tétele. Ha f folytonos az [a,b] zárt intervallumon, deriválható 
az (a, b) nyílt intervallumon és f(a) — f(b), akkor van olyan c € (a, b), 
amelyre f"(c) — 0. 


— Lagrange-középértéktétel. Ha f folytonos az [a,b] zárt interval- 
lumon, deriválható az (a,b) nyílt intervallumon, akkor van olyan c € 
(a, b), amelyre 


A tétel geometriai jelentése az, hogy minden húrhoz található vele pár- 
huzamos érintő. 


— Cauchy-középértéktétel. Ha f és g folytonos az la, b] zárt interval- 
lumon, deriválható az (a,b) nyílt intervallumon, és z € (a,b) esetén 
g (2) A 0, akkor van olyan c € (a, b), amelyre 





— Az integrálszámítás alaptétele. Ha f és g folytonos az [a,b] zárt 
intervallumon, deriválható az (a,b) nyílt intervallumon és x € (a,b) 
esetén f(x) — g"(z), akkor f — g konstans függvény. 


4.7. Darboux-tétel. Ha f deriválható (a,b)-ben, a-ban jobbról, b-ben 
balról deriválható, akkor az f/(x) deriváltfüggvény minden f/ (a) és f/ (b) 
közötti értéket felvesz. 
4.8. Monotonitás és derivált kapcsolata. Legyen f(x) folytonos [a, bl-n 
és deriválható (a, b)-n. 
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— Az f(x) függvény monoton nő [a, b[-n, akkor és csak akkor, ha minden 
x € (a,b) esetén f"((2) 2 0. 


— Ha minden z € (a,b) esetén f(x) 5 0, akkor f(r) szigorúan monoton 
nő [a, bl-n. 
Ez az állítás nem fordítható meg, például f(x) — r? szigorúan monoton 
nő de f"(0) — 0. 


— Az f(x) függvény szigorúan monoton nő [a, b]-n akkor és csak akkor, 
ha minden x € (a, b) esetén f"(r) 2 0 és minden a a c € d — b esetén 
f (2)-nek csak véges sok gyöke van (c, d)-ben. 


4.9. Lokális szélsőérték és a derivált kapcsolata. Tegyük fel, hogy f(x) 
deriválható a-ban. 


— Ha f(x)-nek lokális szélsőértéke (maximum vagy minimum) van a-ban, 
akkor f"/(a) — 0. 


— Ha f(x) deriválható a egy környezetében, f"(a) — 0 és f(x) előjelet 
vált a-ban, akkor f(x)-nek lokális szélsőértéke van a-ban, mégpedig 
— lokális (szigorú) maximuma, ha, a-tól balra (f(x) 5 0) f(2) 2 0, 
és a-tól jobbra (f(x) c 0) f(2) S 0, 
— lokális (szigorú) minimuma, ha a-tól balra (f(x) c 0) f(x) £ 0, 
és a-tól jobbra (f(x) 5 0) f(2) 2 0. 


— Ha f(x) kétszer deriválható a-ban, f"(a) — 0 és f"(a) A 0, akkor f(r)- 
nek lokális szélsőértéke van a-ban, mégpedig 
— lokális szigorú maximuma, ha f"(a) c 0, 
— lokális szigorú minimuma, ha f"(a) 5 0. 


4.10. Konvexitás és a derivált kapcsolata. Tegyük fel, hogy f(x) deri- 
válható (a, b)-ben. 


— f(x) akkor és csak akkor (szigorúan) konvex (a, b)-n, ha f(x) (szigorú- 
an) monoton növő (a, b)-n. 


— f(1) akkor és csak akkor (szigorúan) konkáv (a, b)-n, ha f(x) (szigo- 
rúan) monoton csökken (a, b)-n. 


— f(x)-nek a c € (a, b) inflexiós pontja akkor és csak akkor, ha f"(x)-nek 
c-ben lokális szélsőértéke van. 


4.11. L"Hospital szabály. Tegyük fel, hogy f és g deriválható a egy pon- 
tozott környezetében, f-nek és g-nek van határértéke a-ban és vagy mindkét 
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határérték 0 vagy mindkét határérték co, azaz a két függvény hányadosá- 
(d 


g (2) 





nak határértéke kritikus. Ekkor ha létezik a lim határérték, akkor 
x a 


40 
létezik a lim TI határérték is, és 
z a 


a g(z) 


ra FT. a ÉRŐ 
eagle SEJT 





A fenti tétel a (pontozott) környezet értelemszerű módosításával érvényes 
marad akkor is, ha a határértéket valamelyik végtelenben, illetve valamelyik 
oldalról vizsgáljuk. 


4.1. A derivált fogalma 


Számítsuk ki a definíció szerint VT és 7 differenciálhányadosát az 
x — a pontban! Hol van értelmezve, hol folytonos és hol differenciálható 
a Va és a /x függvény? Adjuk meg a deriváltfüggvényeket! 


Tegyük fel, hogy 
im [2-8 


133 r—3 sk 


Következik-e ebből, hogy az f függvény folytonos 3-ban? 
Tegyük fel, hogy az f függvény folytonos 3-ban. Következik-e ebből, 


hogy a 
im 1(2— 168) 
im —— —— 
233 XT — 29 


határérték létezik és véges? 


Számítsuk ki a következő határértékeket! 


9.42 


hoo 


.1/(x-4h)—1/x I fagjjsező 
1 4.7. NEZZE Me Be mán ESÉS; 
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2. 2 
4.8. ! im £—-2 da] dig TEV 


2ox Tf xo Toro TDL To 


kj 15) 
(E im /2—1/20 4.11. ! im 2-2 
T7Ix0o JI —-— To rox TT 20 














Hol folytonosak, és hol differenciálhatók a következő függvények? 


4.12. ) Ia] 4.13. ) ]a3] 


[414 ) 12-11 Éz 


Milyen b és c esetén lesznek a következő függvények differenciálha- 
tók 3-ban? Adjuk meg a deriváltakat! 


z hazr2 3 
MA ue haz zs 


2 harc 3 
4.17. - € s 
9(z) Úsa har53 


(1—2)(2—a) har2—3 
( 418. ) ha — ( 48 al " a 


Hol differenciálhatók a következő függvények? Hol folytonosak a 


deriváltfüggvények? 
xsin B harz£A£0 
(419. ]) 12-47 az 
0 harz—-0 
har4A£0 
harz—-0 





4.23. ) f(x) — [d] sin? rez 
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—r? harco0 
ap d 





1—g hazc1 
f(2)—4(1—3)(2—3) halcCzc2 
—(2— 2) ha2cag 


e — ; 2 
1 
4.26. ] f(r) — (2 — 5) , ahol (íz) az z törtrészét jelöli. 


4.27. ] f(x) — [d]sinma, ahol [z] az xz egészrészét jelöli. 








4.28. ) Melyik grafikon az f(x) — sin? z függvényé és melyik a g(x) — lsinz] 
függvényé? 


(a) (b) 


KÉSEK 





Határozzuk meg a következő függvények első, második, . . . , n-edik 
deriváltját! 


4.2. Deriválási szabályok 


Mi a következő állítások logikai kapcsolata, azaz melyikből követ- 
kezik a másik? 


P: Az f függvény páros. A: f" páratlan. 


4.34. ] P: Az f függvény páratlan. A: f" páros. 
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Tegyük fel, hogy az f függvény differenciálható. Mi a következő 
állítások logikai kapcsolata, azaz melyikből következik a másik? 


4.35. 


keszseg 


4.36. 


s 


4.37. 


ező 


(7—ZZUITON 








4.38. 


SE 


P: Az f függvény periodikus. OO: Az f" függvény periodikus. 





P: lim f(z)—0 A: lim f(x) —0 
7—oo 7—poo 
P: lim f(x) — 00 A: lim f(x) — co 
1— oo 7—pPoo 
P: f differenciálható a-ban ő: Hi 2 del e BB ee átt, 
hoo 2h 


Keressük meg azokat a helyeket, ahol a sin x függvény érintője pár- 
huzamos az 





4.39. 


4.41. 


4.42. 





4.43. 


4.44. 
4.45. 
4.46. 


4.47. 








4.48. 


x tengellyel; az y — T egyenessel. 


Adjuk meg cos x grafikonjának Tr — 3 pontbeli érintőjét! 
Írjuk fel az f(x) — x? — 21? 431 3-4 függvény érintőjének az egyenletét 
az (1; 6) pontban! 


Hol vízszintes a 2? — 6x? -- 8 függvény grafikonjának az érintője? 


Adjuk meg 21? — 61? -- 8 grafikonjának azokat az érintőit, amelyek az 
x-tengellyel 45 fokos, illetve 30 fokos szöget zárnak be! 


Milyen szögben metszi az xr? függvény grafikonja az y — 21 egyenest, 
azaz mekkora a közös pontokban az érintő és az egyenes szöge? 


Bizonyítsuk be, hogy az x? — y? — a és ry — b görbék merőlegesen 


metszik egymást, azaz a metszéspontokban az érintők merőlegesek. 
Hol függőleges az érintője a Vsin z függvény grafikonjának? 


A következő két ábra egyikén a tg r, a másikon az x? függvény szerepel. 
Melyik rajzhoz melyik függvény tartozik? 
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(a) 





(b) 








4.49. ) Egy autó út - idő függvényét az s(t) — 342 1 5t-- 8 függvény adja meg. 
Határozzuk meg az autó pillanatnyi sebességét a t — 3 pillanatban! 
Adjuk meg az autó sebesség — idő függvényét! 


4.50. ] Egy autó sebesség -— idő függvényét a v(t) — 5t -- 3 függvény adja meg. 
Határozzuk meg az autó pillanatnyi gyorsulását a t — 7 pillanatban! 
Adjuk meg az autó gyorsulás — idő függvényét! 


4.51. ] Egy rezgő test kitérés — idő függvénye: y(t) — 5sin t. Adjuk meg a test 
sebesség — idő függvényét! Adjuk meg a test gyorsulás — idő függvényét! 


Határozzuk meg a következő függvények értelmezési tartományát! 
Deriváljuk a következő függvényeket, és határozzuk meg a derivál- 
tak értelmezési tartományát! 


4.52. ! 358 — 125 42 





1 
4.54. T4-áddVT 
x 


Ses mzzszzizü 


4.56. x ra 
4.58. ] 4sinx 








4.60. sin (72) 





4.53. 


4.55. 


4.57. 


4.59. 











5243 
27—1 

3 
száz e 


rtVrivz 


sin T 3 cos T 
3 


22 





4.61. 


(sin x) 








4. A DIFFERENCIÁLSZÁMÍTÁS ÉS ALKALMAZÁSAI 
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sinT — Tcosx 














4.92. 


4.63. 
4.65. 
4.67. 


4.69. 
4.71. 


4.73. 





4.75. 











4.77. 


4.81. 
4.83. 
4.85. 
4.87. 
4.89. 


4.91. 


4.62. 5 
———— COS2 Tt IsinI 
4.64. ] EZ 
I cosg 
4.66. ! xsinx 
4.68. x? 
4.70. a? 
4.72. Va:231 
4.74. log4 xT 
4.76. ) In(lnr) 
4.78. ] in (z rVa2T 1) , (51) 
4.79. ) ln (es HRvV1- eze 
4.80. 4shx 
4.82. sh (x22) 
KENI z—zehz 
chrtaxshz 
4.86. ) 82 
—— char 
4.88. xshr 
4.90. ) logza-:cosx 
) aer— 37]nri cosT 








x2 7-1 





4.93. 


49? tg(x? 4-1) 
2 Jt 
BIN — 
x 
(327 -41)cos z 
4/x 
evz 


e 327 


log, 4 


1. 271 
2 2:—1 





shr--chz 
3 


(sh x)?? 
4a? th(x? 41) 


1 
sh — 
x 


(327 -41)chz 


sinz-42lnz 


vV:41 


In (sin z -- cos? mr) 
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. c0s(37) 45 4.95. 
In(sin x) 4 22 


COST 


4.94. (sin T) 


tgx 


3 


In(sin x) 


Mutassuk meg, hogy a következő függvények invertálhatóak egy al- 
kalmas intervallumon, és számítsuk ki az inverz deriváltját a meg- 
adott helyen! 

4.98. ] 14sinz, a—1- r/2 


4.99. ) 3134-r, a—4 


(4.100. ) f(2)—a3? 119 (250) a—2 


4.101.) —2?4 Vr, a——1 


Határozzuk meg a következő trigonometrikus függvények inverze- 
inek a deriváltját! 


4.102.] arcsinx 4.103.] arccosgx 


arctgT 4.105.) arcctgx 


Hol deriválható és mi a deriváltja a következő függvényeknek? 


arcsin(cos x) sin(arccos 1) 
(4.108. ) arctg(sin T) (4.109. ) tg(arcsin T) 
arsh(ch r) sh(arch r) 
arth(sh 1) th(arsh r) 


Számítsuk ki a következő határértékeket, ha léteznek! 
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ESNE TESTÉT 
4114.) tm 2827—1 4.115.) um 7277 2/(rz) 
61— TT ror/2 COST 


To r/6 


COST 
4.116. li 
mé 





Tr S 
age] ún 
rT30 3 pá 








Számítsuk ki a következő sorozatok határértékét, ha léteznek! 
n- j 1 
4.118.] lim n —1 4.119.] lim n(cos——1 
n7aoo n n-roo n 
1 
4.120.] lim nel" —1 4.121.] lim n? sin — ( Ve — 1) 
n-aoo n-aoo n 





Számoljuk ki a következő függvények második deriváltját: 


4.122.] a? -k 29? tHtxrtil 4.123. esin 7 
1 
4.124.] Incoszx 4.125. arctg — 
LT 


4.3. Középértéktételek, L"Hospital szabály 


4.126. ] Van-e olyan függvény, amelyiknek a deriváltja a [—3, 5] intervallumon 
Ir], azaz r egész része? 


4.127. ) Van-e olyan függvény, amelyiknek a deriváltja nem folytonos? 








S ejj eiiüzstő Bi 


—g 
zonyítsuk be, hogy h"(T) — 0. Következik-e ebből, hogy h(x) konstans 
függvény? Számítsuk ki h(0)-t, és a lim h(x) határértéket! Magyaráz- 





ÍTEKEZESTÉJ 1 
4.128. Legyen f(x) —arctga,  g(r) — arctg 1 


zuk meg az eredményt! 


4.129.] Tegyük felhhogy f és g differenciálható függvények, továbbá f(0) 2 
9(0), és hogy minden x € R esetén f(x) 5 9 (x). Bizonyítsuk be, hogy 


ekkor f(x) 5 9(2), haz 5 0. 


Hány gyöke van a következő egyenleteknek? 
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g7 Ű 





4.130. 


4.132. 


r"32114—0 4.131.] 15—57342-—0 


e7— 2112 sinz — 2 





Számítsuk ki a következő határértékeket! 



























































E gr ek 
4.134. Ti (5 ) 4.135.) lm — E 
mm z 2 arctgx lim AES 
AABÓ] din EZEL 4.137.) Nm 
roar/21- cos2r ————  2730tsinyI 
GEU E 1 
4.138.) tm EZ 4.139.) tm 22 
EE 301 etgz 32-00 rtl 
Ád40] dig ETT 4.141.) Tim EE 
——— I xra-—oo e7T 230 tgT—IT 
FOG ter—1 
4.142.) him 285 — HEKE im ( ctgz — 
AE 70 12 230 x 
4.144.) lim (1-- a) 4.145 5 sinz 1/3 
SS, xro0 jú s 5250 z 
———— mN ctga — SORTNESZZSTTN T 
4.146. Tim ( E ) 4.147.) im ETT TT 
————— 230 2 ———— — —  1—o00 ez 
4.148.) tm EZ 4.149.) lim sin 
SE... I TxrTOoOo xz EE T—OO Be ir 1 
4.150.) Tim £7— 0057 4.151.) tm EEeTd8 7 
L J 330 x2 rÖo00o shrtchxr 
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Számoljuk ki a lim EE határértéket! 


007141 


Megoldás: A L"Hospital-szabály alkalmazásával: 
lm ÖLT pm OSZ) 
200711 xa0 1 


Mi a hiba? 
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határértéket! 





31 
Számoljuk ki a li 
zámoljuk ki LESLGENET 
Megoldás: A L"Hospital-szabály alkalmazásával: 


li zti 1 1 
50242 1502 2 


Mi a hiba? 





Számoljuk ki a lim EE határértéket! 
xrO6o0o TT 
Megoldás: A L"Hospital-szabály alkalmazásával: 


sing COST 








lim — lim — lim cosz. 
rxa00 Tr T—oo T—o0o 

Ez a határérték nem létezik. 

Mi a hiba? 


4.4. Szélsőértékkeresés 


Határozzuk meg következő függvények abszolút szélsőértékeit a 
megadott intervallumokon! 


4.155. 


zzz 


4.156. 


TT N 


4.157. 








x?— 127 [—10;3], (0; 3] 


3? F2rő [—1,4], [2.5], [—7,3] 


A vékony lencsék leképezési törvénye szerint 


ahol f a lencse fókusztávolsága, t a tárgy távolsága a lencsétől és k a 
képtávolság. Adott f fókusztávolság esetén mennyi legyen a tárgytá- 
volság, hogy t 3 k maximális, illetve minimális legyen? 


A ferde hajításnál a földről a szögben vo kezdősebességgel kilőtt test a 
kilövés helyétől 


2vő . 
— sin a cos a 


távolságra ér földet, ha a közegellenállástól eltekintünk. Milyen szögben 
lőjük ki a testet, hogy a lehető legmesszebb repüljön? 
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4.160. 


4.161. 


4.162. 


4.163. 








4.164. 


4.165. 


4.166. 


4.167. 


4.168. 


Az egyenlő szárú derékszögű háromszögbe írható téglalapok közül me- 
lyiknek a területe a legnagyobb? Na és melyiknek a kerülete a legna- 
gyobb? 


Itt beírt téglalapon olyan téglalapot értünk, amelynek két szomszédos 
csúcsa az átfogón, a többi csúcsa a befogókon van. 


Határozzuk meg egy adott a alkotójú egyenes körkúp alapkörének R 
sugarát és m magasságát úgy, hogy a kúp térfogata maximális legyen! 


A 16cm? területű téglalapok közül melyiknek a kerülete minimális? 
Mekkorák ennek az oldalai? 


A 8 egység kerületű téglalapok közül miért a négyzetnek legnagyobb a 
területe? 


Legfeljebb mekkora lehet a derékszögű háromszög területe, ha az egyik 
befogójának és az átfogójának az összege 10 cm? 


Egy téglalap egyik oldala az r tengelyen fekszik, két felső csúcsa pe- 


dig az y — 12 — r? parabolán. Mikor maximális a területe egy ilyen 
téglalapnak? 


8 x 15 dm-es kartonlapból téglalap alakú, nyitott dobozt készítünk úgy, 
hogy a kartonlap sarkaiból egybevágó négyzeteket vágunk ki, majd fel- 
hajtjuk az oldalakat. Milyenek legyenek a doboz méretei, ha azt sze- 
retnénk elérni, hogy a lehető legnagyobb legyen a térfogata? Mekkora 
lesz a maximális térfogat? 


Hozzunk létre egy háromszöget a koordináta-rendszer első síknegyedé- 
ben úgy, hogy az 2-, illetve y-tengely (a, 0), (0, b) koordinátájú pontjait 
egy 20 egység hosszú egyenes szakasszal összekötjük. Mutassuk meg, 
hogy a közbezárt háromszög területe akkor lesz a legnagyobb, ha a — b. 


Egy farmon az állatok számára el kell keríteni egy téglalap alakú kará- 
mot. A területet egyik oldalról folyó határolja, a másik három oldalon 
egyszálas vezetéket kell kifeszíteni, amelybe aztán áramot vezetnek. A 
rendelkezésre álló 800 méternyi vezetékkel mekkora területet lehet el- 
keríteni, és milyen méretű lesz a maximális területű karám? 


Határozzuk meg egy adott V térfogatú egyenes körhenger alapkörének 
R sugarát és m magasságát úgy, hogy a henger felszíne minimális le- 
gyen! 
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4.172. 


Egy borsóültetvény 216 m-es téglalap alakú részét be kell keríteni, 
majd a kerítés egyik oldalával párhuzamosan két egyenlő részre kell 
osztani. Mekkorák legyenek a külső téglalap oldalai, hogy a lehető 
legkevesebb kerítésfonatot kelljen felhasználni? Milyen hosszú kerítésre 
van szükség? 


Egy függőlegesen mozgó test magasságát az 


s — —4,9t? 1 30t -- 34 


függvény adja meg, ahol s-t méterben, t-t másodpercben mérjük. Mek- 
kora lesz 

(a) a test sebessége a t — 0 időpontban; 

(b) a legnagyobb magassága, és mikor éri azt el; 


(c) a sebessége, amikor s — 0? 


Janka a parttól 3 kilométerre egy csónakban ül, és szeretne eljutni a tőle 
légvonalban 5 kilométerre lévő part menti faluba. 2 km/h sebességgel 
tud evezni és 5 km/h sebességgel gyalogolni. Hol szálljon ki a csónakból, 
hogy a lehető legrövidebb idő alatt érjen a faluba? 


Két részecske helyzetét az s-tengelyen az s1 — cost és s2 — cos(t--r/4) 
függvények írják le. 


(a) Mekkora a részecskék legnagyobb távolsága? 
(b) Mikor ütköznek össze? 


4.5. Függvényvizsgálat 


Tegyük fel, hogy f differenciálható R-en. Mi a következő állítások 
logikai kapcsolata, azaz melyikből következik a másik? 


P: f (ap —0 A: f-nek lokális szélsőértéke van a-ban 


P: f((a) A0 A: f-nek nincs lokális szélsőértéke a-ban 


P: f((2d) 20 (3,5)-ben A: f monoton nő (3, 5)-ben 
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P: f(2d) 50 (3,5)-ben O: f szigorúan monoton nő (3, 5)-ben 


Tegyük fel, hogy f kétszer differenciálható IR-en. Mi a következő 
állítások logikai kapcsolata, azaz melyikből következik a másik? 





4.177.] P: f"(a) 530 A: f-nek lokális minimuma van 
a-ban 

4.178.] P: f"/(a) —0 és f"(a) 530 0: f-nek lokális minimuma van 
a-ban 

4.179.] P: f"(a) —0 OO: f-nek inflexiós pontja van a- 
ban 

4.180. ] P: f"(a) 0 A: f-nek inflexiós pontja vagy lo- 


kális szélsőértéke van a-ban 


4.181.] P: f/(2) 20 (3,5)-ben A: f konvex (3, 5)-ben 





4.182.] P: f/(2) 50 (3,5)-ben O: f szigorúan konvex (3, 5)-ben 


JEE E 


Milyen intervallumokon növekszik, illetve csökken, hol van lokális 
szélsőértéke a következő függvényeknek? 


4.183.) f(x) ——r? — 31423 


4.184.] f(x) — 23? — 182 4 23 


4.185.) f(x) — at — 42? 4 49? 7 23 








HETE E 


4.186.] f(r)—rv9— a? 

4.187.) f(x) —a2V5— 
x-9 

4.188. ] f(2——— 


Keressük meg a következő függvények lokális szélsőértékeit, és ha- 
tározzuk meg a típusaikat! 
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4.190.) y—23 ax — 2? 





4.191.] y—13?— 627 497—4 ]1]4.192.] y—2--sinz 


Végezzük el a következő függvények teljes függvényvizsgálatát! 











1 
4.193.] f(2)— TT — 
Meadstétmáműsátematáő 4 irj 
4.195 f(x) — 1 
LESSSZ SE SSE ey? 
241 
4.197.] f(x) — 
Közlés] 1432 
4.199 1 
: :] f(z)— EZÉS] 
4.201.) f(x) — L 1 








x2 — (r— 12) 











1 
4.194.] f(2)—2—-— 
LT] z 
EE ús 
4.196. — 
4.196.) f(2)—-—— 
ETT 17 
Kztézátt E miez 
27 

— 7 d 1 

xrV1—a 
4.202. — —— 
(4.202. ) f(2)- 


Ábrázoljuk a következő függvényeket! 


4.203.) f(2)—6— 22 — 1? 


(a) — 2(6 — 22)? 


főcis-apji 


(2)— 2? — 3143 


4.206. () —1— 92 — 63? — x? 


(2) —1— (2-1)? 


4.6. Elemi függvények 


Végezzük el a következő függvények teljes függvényvizsgálatát! 


4.209. en neNt 


4.210.) zzt1  neNt 
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Számítsuk ki a következő értékeket! 

















4.211.] 3-2?) neNt 4.212.] r-t), neNt 
4.213.] 2/7, neNt 4.214.] 2yz, neNt 
4.215.] az, (a51) 4.216.) az", (0cac1) 
4.217.) logax, (a51) (4.218. ) logaz, (0€ac1) 
4.219. ] sinz 4.220.) ter 

4.221.) arcsin z 4.222.) arctgg 
á503 ] ina 4.324.) hg ETET 

2 — 2 

4.225.] arshxr 4.226. archx 





REG ESEÉNE fl—mmnd; — log; 7 
4.227.) 2552 4.228.) (1 j 
HNNNNKKeRL 9 
4.229.] arcsin ha 4.230. arctg(—1) 
§ . 1 
4.231.) arccos(cos(97)) 4.232.) sinl arcsin § 
4.233. tg(arctg 100) 4.234. arcsin(sin 3) 





Periodikusak-e a következő függvények? Ha igen, adjunk meg egy 


periódust! 
4.236. ctg(mr) 


tg(107) 
sin — cosz gi 
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4.239.] A következő függvények közül ábrázoltunk néhányat, keressük meg a 


grafikonokhoz tartozó képleteket! 


sha, 


(a) 


(e) 


chxx 38 se 





li 
J 
Mé 








, E , e , logz T, 


(b) 


(d) 


(£) 


logo 57,  1n(—g), gő, ag 


jj 
vi 
c 
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4.240.] A következő függvények közül ábrázoltunk néhányat, keressük meg a 
grafikonokhoz tartozó képleteket! 


sinx, cos2r, 2sinx, sin(r—2), —cosz, 


tex, ctgx, sinjx, ]Icosz] 


(a) (b) 














(e) (£) 




















4.241.] A következő függvényeket ábrázoltuk, keressük meg a grafikonokhoz 
tartozó képleteket! 


arcsinm, arccosgx, arctgxa,  arcctga 


sin(arcsinx), — arcsin(sinx), tg(arctgx),  arctg(ítgr) 
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(a) (b) 




















(c) (d) 














(e) (£) 











(8) (h) 














4.242.] A következő függvényeket ábrázoltuk, keressük meg a grafikonokhoz 
tartozó képleteket! 
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sin(arccosgx), — arccos(sinx),  cos(arcsinx),  arcsin(cos Tr) 

















tg(arcctga),  arcctg(tga), cetg(arctgax),  arctg(ctgT) 
(a) (b) 
3 eg TD ri 3 
1 ol 1 
(c) (d) 
3 sz lln z H 
(e) a] (£) 


- ix) 
19]. 
b] jú 








1 
19j- 
ja 

ra 





(g) 

















5. fejezet 


Az egyváltozós Riemann-integrál 


5.1. Alapintegrálok 


1 1 
a ses at — szt 
Je d— TT 41C (aA fa I]z] 4 C 


—1) 


1 
[7d-gzér0 (aA 1) fede 


lna 





f coszda —sinz4C 


cos2 x 


1 
fe iz- tente 


dx — arcsing 4 C 


Ja 


fdadr—hr4C 





1 
dx — arshr 4 C 
Tsa 


5.2. Integrálási szabályok 


— Ha f-nek és 9-nek van primitív függvénye, akkor f -- g-nek és c: f-nek 


is van, nevezetesen 


[4-9-[rr fs 


— Ha F primitív függvénye f-nek, akkor minden a,b € R, a - 0 esetén 


fdnzda ——cosrzrOl 


1 
1 dc——ctgrtC 





sin? z 


1 
[de aretgz 4 


fdzdr— hr C 


1 
———— dx — archr 4 C 
7 


ferzef 


frazDdr- Plana C 
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— Ha f deriválható és mindenütt pozitív, akkor 


[5070a- S ae fesz 


— Ha f deriválható, és sehol sem nulla, akkor 





HD ásta 
[79 77-hirolro 


— Parciális integrálás: 


Ha f és g deriválható, és fg"-nek van primitív függvénye, akkor f"g-nek 


is, és 
Irs-19- [19 


— Integrálás helyettesítéssel: 


Ha g(2) deriválható, f(y) értelmezett g(T) értékkészletén, és itt van 
primitív függvénye, akkor az f(g(x)) : g"(z) összetett függvénynek is 
van primitív függvénye és 


Tata) - (a) da — P(g(a)) a C, 
ahol F(y) az f(y) függvény egyik primitív függvénye. 


5.3. Newton-Leibniz formula. Ha f integrálható az [a,b] zárt interval- 
lumon, létezik az F primitív függvénye az (a,b) nyílt intervallumon, és F 
folytonos az la, b] zárt intervallumon, akkor 


b 
f raz — FG) — F(a), 


azaz az integrál megegyezik a primitív függvény megváltozásával. 


5.4. Integráltranszformáció. Ha f folytonos az la, b] intervallumon, g : 
le, d] — [a,b] folytonosan deriválható függvény és g(c) — a, g(d) — b, akkor 
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A fenti képlet előnye, hogy nem kell ismernünk a g helyettesítő függvény 
inverzét, elég ha a c és d pontokat meghatározzuk. 


5.5. A határozott integrál alkalmazásai. 


— Függvénygörbe alatti terület. Ha f : [a,b] 2 R integrálható, és 
sehol sem negatív, akkor az 


A — ((x;y) : z € la, b],0 £ y 2 f(2)) 


síkidomnak van területe, és 
b 
Háj e JT fíják 


— Normáltartomány területe. Ha f és g két integrálható függvény 
[a, bl-n, z € la, bl esetén g(zr) 2 f(x), akkor a 


N — ((x;y) : z € la, b], f(x) Sy S 9(2)) 


normáltartománynak van területe és 


— Szektorszerű tartomány területe. Ha az § tartományt a polárko- 
ordinátákkal megadott r — r(p), p € la, 8] síkgörbe és az origóból a 
görbe két végpontjába húzott szakaszok határolják, és r(w) integrálha- 
tó, akkor az S síkidomnak van területe, és 


— Függvénygrafikon ívhossza. Ha az f függvény az la, b] intervallu- 
mon folytonosan deriválható, akkor a függvény grafikonjának van Ív- 
hossza, és 

b 


L- [ VTETTTJ Bá 


a 
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— Forgástest térfogata. Ha f : [a,b] - R integrálható és sehol sem 
negatív, akkor az 


A— ((gyi2) :aszob Viz s fla) 


forgástestnek van térfogata és 
b 
V.Sm hi f(a) da 


5.6. Majorizációs-elv vagy összehasonlító kritérium. Ha f és g integ- 
rálható [a, 00) minden korlátos zárt részintervallumán, és T E [a, 00) esetén 


If(2l £ 9(2) és fa (2) dc konvergens, akkor E f(2) dx is (abszolút) konver- 


a 
gens. 


5.7. Nagyságrendi kritérium vagy határérték összehasonlító krité- 
rium. Ha f és g pozitív és integrálható [a, 00) minden korlátos zárt részin- 
tervallumán, 
ús 
im 42 


5500 g(r) 


létezik, és 0 € L € oo, akkor az 


Ír dx és [50 dx 


a 


improprius integrálok egyszerre konvergensek vagy divergensek. 


A két fenti konvergencia-kritérium értelemszerűen megfogalmazható korlátos 
intervallumokon vett improprius integrálok esetén is. 
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5.1. Határozatlan integrál 


A következő függvényeket a, baloldali oszlopban, deriváltjaikat a jobb- 
oldali oszlopban ábrázoltuk. Keressük meg őket! 


x—4r, a?, r-isinx, tgx, e 


—-x 


(1) 971 (A) ; 
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(4) 


























Számítsuk ki a következő határozatlan integrálokat! 


5.2. 


kező 
[TT 


5.4. 


JHKKKKEEúGe CG 


5.6. 








főre 43) dx 


[773 da 


5.3. 


5.5. 








5.7. 


fasz) dx 


J (sing - cos r)? da 


J e2zt3 dr 


Alapintegrálokra való visszavezetéssel. illetve lineáris helyettesítés 
alkalmazásával számítsuk ki a következő határozatlan integrálokat! 
Az eredményt minden esetben ellenőrizzük deriválással! 
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1 
CEE [es EJ Máj 
— E y B. 98 Bs 
3—7 SES x2 
(Ali f/dn22- 3coszda 5.13. [27 
[ 5.14. ) jedi 5.15. fe7a3cosz da 


























, 
Határozzuk meg a következő Tf f vagy J f"f" alakúra visszave- 


zethető határozatlan integrálokat! Az eredményt minden esetben 
ellenőrizzük deriválással! 


2 Sza. 1 1 
(Be) [5 e 517.) fra. da 
33 41 ő T 
25t1 
[s dx 5.19. xrvVr?3-1dax 
vV:23xi1 ] 
1 
[5.20.) Hi T gy 5.21. J da 
Vr2i1  GSSNEzsui zlnz 
1 sinx 
5.22. ——— —,—— d. 5.23. ——— — d. 
J (17 12) arctg a üi Jn " 




















A következő határozatlan integrálok nevezőjében másodfokú kifeje- 
zések vannak. A megoldásban segíthet a parciális törtekre bontás, 


1 
az — alakok felismerése, illetve visszavezetés az " 1. dx alap- 
úú 


integrálra. Az eredményt minden esetben ellenőrizzük deriválással! 


1 4 
5.25. az 8 ző] 
(524) (e ! ezta 
1 1 
5.26. 5.27. KNEESERB 
f FE f gy 
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3 
5.28. B 5.29. ÍJ 
( 5.28. ) S GBETDT ZS 3 
1 
5.30. te 5.31. 
5.30.) (e 5.81.) / 
x— 2 1 
5.33. zizi z 
. 5.32. ) [At [are 

















2 TEKNReeeeeeReRR 
5.34. 155 5.35. 
32—1 Bössetköt 
593) [Eza ő; 5.37. 
32-r—6 ———— 
5.38. JT 2 gy 5.39. [56 
xr2 ális 1 x2 úri 1 




















Integráljuk a következő racionális törtfüggvényeket! 


1 ja as 1 
.40. se 5.41. az ed 
( 5.40. ) [eze ka [7 b 
T x 
5.42. e s 5.43. ez 
15.42. ) [2 iz ———— 1-7 
Es 2 
5.44. Kai 5.45. j zés HERB 
xr—1 ————— x—1 
- e 2 
46. ) je 2 a 5.47. JE HZ és 
xi" 33322 
8.) /— 1-r2 5.49. [ye 
EREGYETTÉ NEESSZE (z— 1)? 





























(A 
Alapintegrálokra való visszavezetéssel, — vagy J f f" alakok 


felismerésével, illetve trigonometrikus azonosságok felhasználásával 
számítsuk ki a következő határozatlan integrálokat! Az eredményt 
minden esetben ellenőrizzük deriválással! 
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5.50. főv zde 5.51. [0087 21 dx 

5.52. h-t 5.53. [1-1 
—— cos2 x ENNE siné(37 — 5) 

5 

5.54. ——— dx 5.55. tgxzdx 
 STÚ cos2(1 — x) NNNNEZEZ 

——— ; 2 E— I gat a. 2 

5.56. JT MTE SESEÉ TAB J KEZESSÉGET 
Si sin x ————— cos? x 
sm HI) ——— 

5.58. [EBA da 5.59. f/Tamzda 


cosZ gr 


Határozzuk meg parciális integrálással a következő határozatlan 




















integrálokat! 
5.60. [cos dx 5.61. ja sinx dx 
5.62. Je sing dx 5.63. feet da 
5.64. f pretgzda 5.65. f/perctgzda 
5.66. fede 5.67. főzd 
5.68. fe 5 3 a dx 5.69. fs 32 : cos4r dx 


5.70. ) Helyes-e a következő parciális integrálás? Ha igen, akkor 0 — 1? 


1 
1 1 1 "2 1 1 
J : dr —- lna - foz Hai dz— 14 : da 
x lha lna In z xz la 


Határozzuk meg a következő határozatlan integrálokat a javasolt 
helyettesítésekkel! 
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Golfále ja da, t — g2 
5.72. je 31dx, t— Vr3t1 
5.73 ] 7 
.73. ———— dx x-sint 
CSREÉÉEÉRN EB V1— 32 ? 
r ) 1 
5.74. terü I sin t 
SE 4/x(1—gx 
1 
5.75. 7 — da, t—cosx 
sing 
5.76 1 
E] [Tres 1188 
. . 57 FEYT 1, dt 
5.78 7 ; d. t—t 
. . EZ L, I £ 
SET 1- sin? § 
5.79 2 ű za úfáji 
.79. TT ET 2, x—- sin 
1 
5.80. —— Ő dr 2-tgt 
ÜEESNNNEEENNSŰ (14 32)vV1-t 2? i 
) 1 
5.81. — — — o dx x-sht 
EE (14 32)V1-t 12 i 
5.82 [7 17 FÉR dezés 
EESEKÉZÉSZESÉS (z-41)2(z—2)93 7 . 3—2 


Számoljuk ki a következő határozatlan integrálokat helyettesítések- 
kel! 


fer 1Jez teti dx f es esinz d 
ZETT ferne 
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e 


Tee ) vasa 











Számoljuk ki a következő határozatlan integrálokat! 


5.91. f 73 öz; 5.92. [1 dx 
GIDJG-D S] erzi 






































5.93. f 0057 sin? x dx 5.94. 15 dx 
kezel e? öli KAB) e? 
5.95. 1—- da 5.96. f sine? 41) da 
SE J erei ESESÉ 
5.97 ] 1 d 5.98 ja d. 
. . ét kr . . nI az 
— 174 V/2 — 
ÉSE 1 
99. 2 5.100.] [— — 
5.99 fe 31) dx ] tEVÜNEE dx 
ETETTENE 1 arctg 2 
5.101. Ssstázet e 5.102. dx 
e; 1-7 cosz ———— 17-22 
5.103. 18 sin(x? -- 1) da 5.104. je — 2sin(87 — 2) da 
5.105. fer -H2)(z? 4 23) dx 1 5.106. f etgzda 
pesaeNztte 27 EE 
5.107. J e da. 5.108. Í —gdx 
szé —— e 7 ez e 
5.109 ! d 5.110 J 2]Inxd 
58 ú jú n 
1347 x r"lnhadxrx 
5.111. je ta)Inadrx 5.112. J (347 -k 2) dx 


5.113. fd02 . cos?090 2 dx 5.114. 
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5.115. je da 5.116. [v2-z da 
sléjsi r cos mr 
5.117. f o052. e dx 5.118. JT dr 
EA e sin x 
ENSNNNNNRRee——. ( SYNNNNNNRRRRn 5 
5.119. [77 da: 5.120. 1 Ede 
———— sin ETT ———— sin" x 
5.121. Ia KETTEN 5.122. f coszsin? ada 
s e COS SES 


5.2. Határozott integrál 


5.123. J Ellenőrizzük, hogy a [—2, 4] intervallumban megadott pontok megfelelnek- 
e a Riemann-integrál definíciójában szereplő felosztásnak? Ha igen, ha- 


tározzuk meg a felosztás finomságát! 








(a) 10 — —2,11——1,12—0,13——,T4—4 
(b) ro——1,11—212—4 
(c) Lo — —2,21 sz4 


1 
(d) x——231—got]72— rite. 


(e) To — —2,T1 — —1,5,T2 —3,13 —4 


., tn — Tn-1 Tt — 
n 


5.124. / Finomításai-e egymásnak a következő felosztások a [—2, 4] intervallum- 


ban? 

1 
(a) F—(-2; -1; 0; 44 6 — (—2;—1; 0; 5; 83: 4) 
(b) F—(-2; -1,5; 3; 4j 6 — (—2;—1; 0; 3; 4 


Határozzuk meg a következő függvények alsó és felső összegét az 
adott felosztás esetén a [—2, 4] intervallumban! 


19 -f) KT , $—-(—2,1,5,4j 
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az ge ia újdi x2, 6—(—24) 
(x],  8— (—2,—1,0,4) iz], 8—1—2,1,5,4) 


5.130. ] Határozzuk meg az 


1 
0, ha0Sza; 
f(2) — 
1 
1, ba-SzS1 


függvény alsó és felső összegeinek halmazát a, [0, 1] intervallum esetén! 
Adjuk meg az alsó összegek szuprémumát és a felső összegek infimumát! 


Riemann-integrálhatók-e a következő függvények a megadott J in- 
tervallumokban? 


5.131. 


5.133. 
5.135. 
5.136. 


5.137. 


5.138. 








f(a)—5 I — [0,1] (2d——4 1I—(—1,2) 
f(2)-ls] T— [4] (m)—lel 7— [-2.1] 


f(x) — TI — [0, 1] 
0, har—0 


. JL bhazcO0 ki 
D() - [d teged I — [3, 5] 


. Jaz harcO0 ke 
10 - megg [T7Ből 


Bizonyítsuk be, hogy ha minden x € [a,b] esetén teljesül, hogy m 2 
f(x) £ M, továbbá f integrálható [a, b]-n, akkor 


b 


m-a) £ fm dr 2 Mb 9. 


a 
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5.139. ] Bizonyítsuk be, hogy ha minden x € [a,b] esetén teljesül, hogy f(x) c 


9(2), továbbá f és g integrálható [a, b]-n, akkor 
b b 
fr) dr 2 [90 dx. 


Bizonyítsuk be a következő egyenlőtlenségeket! 


2 


5 
os [ada s1 12 ( VInrro2da c 2 
1 4 


5.142. ] Legyen 


HösséntéÉte [re út: fs eb 
-6 


Határozzuk meg G(—4), G(0), G(1), G(6) értékét! Határozzuk meg G(r) 
deriváltját! 


5.143. ] Legyen 


f(b) — 


T 


és G(r) - [10 dt (m 50). 


0 


1 

1, hat—— (ne Nt) 
n 

0 egyébként 


Határozzuk meg a G(x) és G"(x) függvényeket! 


5.144. J Lehet-e sgnx valamilyen függvénynek az integrálfüggvénye [—1, 1]-en? 
Van-e sgn r-nek primitív függvénye (—1, 1)-en? 


5.145. ] Legyen 


2 h F" h 
He ax, haz A£0 ágbő e (2), har A0 
0, har—0 1, haz—0 


Van-e g-nek primitív függvénye? Integrálható-e a g függvény? Deriválható- 
e a g függvény? 
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Számítsuk ki a következő sorozatok határértékét! 




















ME 42 2 ,. n 

———— sin — -- sin tb": SIN 

5.146. lm n n 

na oo n 

BAT] fg AZT 
 v———  / nooo nyn 
fsz TI hú ES tg 3 ... 3 

5.148. lim VI V2 Tr BE Vn 
————— JJ n7aoo n4n 


n .x 2 la ) 
5.149.) lim 82. 6) MRA ai 


5.151.) li "(Ing ; —]n 4 
Jim 97 (im mFi in 4/n) 


1-1 











5.152. ] Legyen f korlátos függvény [0, 1]-ben, és tegyük fel, hogy 


sel se 


n7aoo n 





1 
Következik-e ebből, hogy f integrálható [0, 1]-ben, és hogy J f(a2) dr — 5? 
0 
5.153.] Mi a következő két állítás logikai kapcsolata, azaz melyikből következik 
a másik? 


P: Az f függvény integrálható la, b]-n. 
O: Az Ifl függvény integrálható [a, b]-n. 


5.154. ] Számítsuk ki a 


1 
xsin—, haz 40 
x 


0, har—0 


G(1) — 
függvény deriváltját! Bizonyítsuk be ennek segítségével, hogy az 


1 

cos-—-, har A£0 
[78 

0, har—0 
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függvénynek van primitív függvénye! 


5.155.] Tudjuk, hogy az 

1 
cos har£A£0 
0, haz—0 


f(z) — 
függvénynek van primitív függvénye. Lehet-e primitív függvénye a 


1 

cos—, har A0 
4 

1, hazr—0 


függvénynek? 


Határozzuk meg a következő függvények deriváltját! 


g char 


Hm — fg ett jazz Hi mit. 
2 


2 


Határozzuk meg a következő határértékeket! 


7 chxz 
. ha 1 Ing 1 
5.158. eszácáasátáát . Mentés .. hnz ú 
Jim ázat 5.159.) Iim f ázat 
2 


Too TD 
2 


Legyen f integrálható [—a, a]-n. Bizonyítsuk be, hogy ha f 


5.160. ] páros függvény, akkor [ro da z 2 (12) da, 
—a 0 
5.161. ] páratlan függvény, akkor J f(2) dx — 0. 


—-—a 


Számítsuk ki a következő határozott integrálokat! 
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3 6 
ja J éetsas 
2 4 
7 4 
fdnzde f7zd 
0 3 








Ji 3 
5.166. J sin2 x dx 5.167. JT 321 met FI 
—2T 


—2 


Határozzuk meg a következő határozott integrálokat a javasolt he- 
lyettesítésekkel! 


V38/2 


5 
hag t—Vrx311 


2 


Határozzuk meg a következő határozott integrálokat helyettesíté- 
sekkel! 
1 


Erre) fla JGezőteslát 


0) 


Tr/2 2 
527 
] EZETÉ sa sület Ja Tegyzáái 


7/6 











2 
5.174. ] Számítsuk ki az TT sin9 x . e7" da: integrált! 
ZD 
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5.3. A határozott integrál alkalmazásai 


5.175.) Határozzuk meg a —2? -- 3 függvény grafikonja alatti területet! 


5.176.) Határozzuk meg a sin? x függvény egy , huplija"? alatti területet! 


Határozzuk meg az f és g függvények grafikonja által bezárt tar- 
tományok területét! 


JE 1(09-2  92--rr 
5.178.] f(2)——r? 421, 9(2) — —r 


5.179.] f(2)— vV1— 22, 9g(2) —0 








5.180.) f(x)— V1— 22, 9(2) — —r 


Határozzuk meg az adott görbék által bezárt területet! 
5.181.] 2 tengely, In xz grafikonja, z — e egyenes 
5.182. ] 2 tengely, tgxr grafikonja, tr — r/4 egyenes 
5.183. ] y tengely, r? grafikonja, y — 3 egyenes 


5.184. y tengely, e? grafikonja, y — 5 egyenes 





ME 2 
5.185. grafikonja, ks grafikonja 


1-7 12 


5.186.] 7 grafikonja, y — xT egyenes, y — —r 3-1 egyenes 


5.187.) ax? grafikonja, 27? grafikonja, y — z egyenes 








1 
5.188. ] — grafikonja, y— z egyenes, y — —2x 4 4, 5 egyenes 
——— a 
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(5.189. Bizonyítsuk be, hogy az ábrán látható parabolaszeletnek a területe, 
amelyiknek a magassága m, és amelyet h hosszúságú húr határol, 7 — 


Határozzuk meg a következő, polárkoordinátákkal megadott gör- 
bék által határolt síkidomok területét! 


5.190. ] r—cosp 5.191.) r— cos2p 
1 
fiz élj 5.193.] r———— , 029 


j eesss 
5 GÖ5B 


IA 


IA 
ola 


Forgassuk meg a következő függvények grafikonjait az x tengely 
körül a megadott ! intervallumok felett! Számítsuk ki a keletkezett 
forgástestek térfogatát! 


5.194.) e7? JI [0,1] Va I — [0,1] 
1 
sinx I — [0, 7] 7 T — [1.4] 


Forgassuk meg a következő függvények grafikonjait az y tengely 
körül a megadott intervallumokban! Számítsuk ki a keletkezett 
forgástestek térfogatát! 


5.198.) e-t re [0,1] 5.199.] VI ze [0,1] 
1 
sinz ae [0, r/2] 5.201. a e [1, 4] 
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Forgassuk meg f és g grafikonját az x tengely körül az [x1, 22] 
intervallumban, majd számoljuk ki azoknak a forgástesteknek a 
térfogatát, amelyeket a megforgatott grafikonok, illetve az Tt — Ti 
és Tt — 2 síkok határolnak! 


5.202. (2) E —g2 z4 9(2) s —29? 18 r1-—2 2x2—2 
5.203. (2) —sinx g9(2) — —4ri 34 2-0 x—1 


1 
202] f2-e s üz Gai 
(2) lna 9(2)—chr mmal wze2 


Számítsuk ki a következő függvénygrafikonok ívhosszát a megadott 
I intervallumokon! 


/z T-t laz, I-(v3 8) 
(5.208. ) cha, I — [-1,1] a39/2 I— [0,4] 


Határozzuk meg az egyenesvonalú pályán mozgó pont által megtett 
utat az adott időintervallumokban, ha a mozgó pont sebessége az 
idő függvényében 


v(t)—5t?  tel[0,2] v(t))—3sin2t — te [0,277] 


Egy testet az z tengelyen az x tengely irányában ható F(x) erő 
mozgat az r1 pontból az r2 pontba. Mekkora munkát végez az 
erő? 


Hijscsás főüjehő 
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F(x) —3sinx, [1, 72] — [0, 7/4] 


Egy 1 méter hosszúságú rudat az x tengelyre helyezünk úgy, hogy 
a rúd bal végpontja az origó. Mekkora a rúd tömege, ha a sűrűsége 
az origótól x távolságra o0(x)? 





2 
0(2)—2-4z 0(2)—2-4 090 


Határozzuk meg az előző feladatban a rudak tömegközéppontját! 


Határozzuk meg az előző feladatban a rudak y tengelyre vonatkozó 
tehetetlenségi nyomatékát! 


Mekkora munkát kell végeznünk ahhoz, hogy az x tengely ro pontjában 
lévő g töltést az z tengely mentén a 279 pontba vigyük, ha az origóban 
egy 0 töltést rögzítettünk? 


Egy homogén rúd !/ hosszúságú, m tömegű. A rudat az x tengelyre 
helyezzük úgy, hogy a rúd bal végpontja az origó. Mekkora erővel 
vonzza ez a rúd a (0, yo) pontban lévő M tömegű anyagi pontot? 


5.4. Improprius integrál 


je el 


1 
Milyen c esetén konvergens az J — da improprius integrál? 
41 


1 
1 
1 
Milyen c esetén konvergens az ] —; dx improprius integrál? 
813 
0 


Melyik állításból következik, hogy az f f(x) dx improprius integrál kon- 
1 


vergens vagy az, hogy divergens? 
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(a) Vr € [1, 00) 


(e) vze[1.00)  [f(ml5 5 


[f(DIc-z (b) fsz 


(d) vre[1.00)  [f(ml c 


Konvergensek-e, és ha igen, mennyi az értékük az alábbi improprius 


integráloknak! 


je el 


jea 
! 

ÍS 

Ja 

ja 


1 
d. 
he 








bol 








i 
dx 
1. 
x/2 


f tgzda 


0 


5.224. 








52] sz 


5.234. 


1 

1 
r—1 

0 

7 

dx 
x3 

0 


1 
dx 


0) 


je el 


J da 

xrlnxr 

2 

1 

2 

J da 
rlnxr 

0 














--oa 
J dx 
1-3? 
—oo 


1 
J dx 

14 VT 
0 


1 
J Inrdx 
0 





Döntsük el az alábbi improprius integrálokról, hogy konvergensek, 
abszolút konvergensek vagy divergensek! 
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00 űj 1 
0 
Tf d T.-d 
41 a 
! da ! MET 


ln x 








Too 


too 
x? rtl 
EE ez — 5.244.) f aZ eg], 
Ta szi " VET 
1 


0 


00 1 

TT d (za) [2 

JE jú e 
1 0 





m/2 ae 























5.247. ! da 5.248. ] ed 
7. peta lsz ij 0 
5.249. J CSS ijen 5.250. (e dr 
—]— 2 ri 2 
ki 1 
5.251. je dx 5.252. FE dz 
0 [0] 
1g Too 
5.253. ász 5.254. 1 SEGSÉRÉPE E 
e] xr2 Szészil x2 





6. fejezet 


Numerikus sorok 


6.1. Konvergenciakritériumok. 


— Ha b an konvergens, akkor an — 0. 


n:1 
oo 
— Sorok Cauchy-kritériuma. A y an numerikus sor akkor és csak 
ni 


akkor konvergens, ha 





m 
2, a 


k-n 


Veée5OdnyoVn m(ína £n£ma Z €). 








—  Majoráns kritérium. Ha véges sok kivétellel minden n e Nt esetén 


(e el (e el 
lan] £ bn és ba bn konvergens, akkor a pa an sor abszolút konvergens. 


n-l n:1 


—  Nagyságrendi kritérium vagy határérték összehasonlító krité- 


oo oo 
rium. Ha Dan és pa bn két pozitív tagú sor, valamint létezik a 
szi n7-1 


ú a sg dá ső , 
lim — — c határérték és 0 € c € co, akkor a két sor egyszerre kon- 
n-oo n 


vergens vagy divergens. 


— Hlágyadonkátéátas Hi fin 55 
ne oo lan] 





létezik és értéke g, akkorg C€ 1 
oo 

esetén a pa an sor abszolút konvergens, g 5 1 esetén pedig divergens. 
ni 

g — 1 esetén a hányadoskritériummal nem tudjuk eldönteni, hogy a sor 

konvergens vagy divergens. 
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—  Gyökkritérium. Ha lim §/lan]l létezik és értéke g, akkor g C 1 
n-oo 


oo 
esetén a pa an sor abszolút konvergens, g 5 1 esetén pedig divergens. 


nt 
g — 1 esetén a gyökkritériummal nem tudjuk eldönteni, hogy a sor 


konvergens vagy divergens. 


Integrálkritérium. Ha f egy monoton csökkenő pozitív függvény 
oo 


az [1,00) félegyenesen, akkor a ba f(n) végtelen sor és a fr) dx 
n7-1 1 


improprius integrál egyszerre konvergens vagy divergens. 


je el 
Leibniz-kritérium. A 9. (—1) "an numerikus sort Leibniz-típusú sor- 
n-1 
nak vagy röviden Leibniz-sornak nevezzük, ha az (an) sorozat monoton 
csökkenően nullához tart. 
A Leibniz-típusú sorok konvergensek. 


6.1. Numerikus sorok konvergenciája 


Írjuk fel a következő sorok n-edik részletösszegét! Határozzuk meg 
a részletösszegek határértékét! Adjuk meg a sorok összegét! 


JEE 


6.1. 
(SS 


6.2. 


6.3. 


6.4. 








6.5. 























1 Be tö aől : Fé 
2 4 24 
1 1 I 1 Ti i 1 ] 
10 1007 . 10£ 
1 1 1 j 
19 a Em 
1 1 1 
tá vag Tee D TT 
1 1 1 
ÍTZETADA TVE HLÁKNK EYES ÁL 


Határozzuk meg a következő sorok összegét, ha konvergensek! 
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6.6. 


6.8. 
































3 a Eb 
n7-1 9 KKN n7-1 9 
ca 47-45" Tag ) wa at 
pa 5 n7-1 
8 6.11 pa 2 
497 5n 5" 
si nel 
E 6.13 
n-1 n7-1 
Konvergens-e a Y(—0" sor? 
nel 


oo 
Bizonyítsuk be, hogy ha pa an konvergens, akkor lim an — 0 (lásd a 
szi n-oo 
tagok 0-hoz tartásáról szóló konvergencia kritériumot). 
oo 
: ; 1 8 
Bizonyítsuk be, hogy a pa — harmonikus sor divergens. 
n 


misi 


Változhat-e egy végtelen sor konvergenciája, illetve összege, ha 











a sorba új zárójeleket teszünk? 
a sorba véges sok új tagot illesztünk? 
a sorból zárójeleket veszünk ki? 


a sorból véges sok tagot elhagyunk? 


Igaz-e, hogy ha 


6.21. 


e el 
an 7 0, akkor ba an konvergens? 


si 
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izgató oo 
6.22. pa an konvergens, akkor an — 0? 
n7-1 
mentőt, oo 
6.23. ] an? 1, akkor pa an divergens? 
ni 
e fe el 
6.24. ba an divergens, akkor an - 1? 
n-1 


Hova tartanak a következő sorok tagjaiból álló 
Konvergensek-e a sorok? 


je el 





1 fsz? 1 
6.25. 2, mars] 6.26. 2, 5 
6.27. 2. me ii 6.28 2, 5 
6.29. ő 6.30. cissből 
K — 2 3n e J 2 v/n 


6.31. ba ki 6.32. 5 7 

















nai n7-1 
6.33. 53. És 6.34. 9 Bé 
EGSZEGSEÜÉ 1/0,01 SZEEgez rez 4/n 
6.35. pa sin(nr) 6.36. pa cos(nT) 
. , n7-1 


sorozatok? 


6.37. ] Bizonyítsuk be, hogy ha minden n pozitív egész esetén an 5 0, an S 


bn £ cn, továbbá ba an —7és pa cn — 10, akkor b bn konvergens! 


nt kn § 1 5—a A 


6.38. ] Bizonyítsuk be, hogy ha minden n pozitív egész esetén an 5 0, akkor 


je el 


pa an konvergens vagy végtelen. 


nai 
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6.39. )] Tegyük fel, hogy pa an konvergens, és hogy minden pozitív egész n 


nz-1l 
00 


szám esetén ban Ca an. Következik-e ebből, hogy pa b, konvergens? 
a-i 


je el 


Tegyük fel, hogy pa an divergens, és hogy minden pozitív egész n szám 


nzi 


esetén ban 5 an. Következik-e ebből, hogy pa b, divergens? 


si 


6.2. Pozitív tagú sorok konvergenciakritéri- 
umai 


Döntsük el a majoráns kritérium segítségével, hogy konvergensek-e 
a következő sorok! 


Ca) § 9 
27ásadi -2nrl 
ME 5 








( 6.45. ) Tegyük fel, hogy minden pozitív egész n-re an 5 0. Mit állíthatunk a 


oo 
y an sor konvergenciáját illetően biztosan, ha 
n7-1 


(a) ime 51; (b) lim re 21; — (c) ime 


n n n 


s17 





Döntsük el a hányadoskritérium segítségével, hogy konvergensek-e 
a következő sorok! 


[0] E KIR at 
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. B ja b 


n:1 n:1 











Tegyük fel, hogy minden pozitív egész n-re an 5 0. Mit állíthatunk a 


oo 
y an sor konvergenciáját illetően biztosan, ha 


nisi 


(a) imwyars1 — (bblimwazci  — (c) limr/a7—1 


Döntsük el a gyökkritérium segítségével, hogy konvergensek-e a 
következő sorok! 





ni n7-1 


SG pay e 


6.55. ) Tegyük fel, hogy ba A0 (n—1,2,3,...), továbbá. lim fe — c 50. 
n7a oo n 


Mit állíthatunk a b an sor konvergenciáját illetően biztosan, ha 


ret 


(a) pa bn konvergens. (b) pa bn divergens. 


nz-l nel 


6.56. ) Tegyük fel, hogy ba 40 (n—1,2,3,...), továbbá. lim — 0. Mit 
n-—-röa n 


állíthatunk a pa an sor konvergenciáját illetően biztosan, ha 


nel 
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6.57. 


(a) pa bn konvergens. (b) pa ban divergens. 


nz-1 nel 


Tegyük fel, hogy ba 40 (n—1,2,3,...), továbbá. lim he — 00. Mit 


aza] n 
oo 
állíthatunk a pa an sor konvergenciáját illetően biztosan, ha 
üst 
oo fe el 
(a) pa ban konvergens. (b) pa b, divergens. 
azi ti 


Döntsük el ismert sorok nagyságrendjével való összehasonlítással 
(Id. nagyságrendi kritérium) , hogy konvergensek-e a következő so- 


rok! 


6.63. 








7-4 
en 1aa 
; NE sé 


D18 
5. 


3 
Il 
je 








D8 
3 
HIS 
www 


3 
Il 
- 


f(x) dr — 5. Következik-e ebből, hogy d, f(n) — 5? 


nel 


Tegyük fel, hogy 


FS g 


Tegyük fel, hogy az / f(x) dx improprius integrál konvergens. Következik- 


Ess 


e ebből, hogy pa f(n) konvergens? 


n7-2 
Tegyük fel, hogy f Ú ) 5 0, és f(z) monoton csökken az (1, 00) interval- 


lumban, továbbá [4 f(x) dx — 5. Következik-e ebből, kegyet f(n 5? 


n72 
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6.65. ) Tegyük fel, hogy f(z) 5 0 és f(z) monoton csökken az (1,oo) in- 


tervallumban, továbbá az j f(a) da improprius integrál konvergens. 
1 
Következik-e ebből, hogy pa f(n) konvergens? 


n72 


Döntsük el az integrálkritérium segítségével, hogy konvergensek-e 
a következő sorok! 


Sza pe 





Döntsük el, hogy konvergensek-e a következő sorok! 



































6.68. 6.69. ENE EZÉSÉ 
6.70. Peyi 6.71. De : 
nai vn ne vn 
ás (e el n2 ESSERE N] (e el ú 1 
6.72. has 6.73. Y(-D" 5 
n-1 ns 
Gal jerel 2 ig jerel 1 1 n 
6.74. ús 6.75. EE és 
pe Vess 
6.76 ja 27 6.77 7 jő 
.76. 2 Báró 93 
eza 9 6 10007 Erek BŐ! 
6.78. 6.79. BE MÉszTÉS 
e] jerel 10 ő jerel n 
6.80. ks 6.81. n G) 
n7-1 39 — 27 n:-1 2 
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6.82. -1"( —- 6.83. piéső 
kese oks (08AT 
ESZI e el n ez (e el 5 
6.84. 1.200 6.85.) $9— 138 
—— — SA 2ni-T ——— 5 n3—ni12 
ran zza hi 
6.86. 6.87. El ID Lt [éa 
n7-1 5" 2. ) 2 
6.88. 7 5 j 6.89. 98 2 j 
n7-1 2 n-1 5 
6.90. 7 T 1 6.91. 9 Í- AZ 
n7-1 jú n-1 1 
6.92. jön 1-4 1 6.93. j je d 
— n-1 " ENNEK n-1 4 
—— 6 (ni 1) zza AG 1 
6.94. GYE HT dő 6.95. saj E — 
6.96. ] 9 n(n- 5) 6.97. ] 9 (Vn31- nm) 
nai nel 


6.98. ] Tegyük fel, hogy pa an —- AER és pa ban — B ER, valamint c egy 


ni ni 
valós szám. Következnek-e ebből az alábbi állítások? 


(a) Y can — c: A (b) 9 (an tb)- 44 B 


vi ú n-1 


(c) d (an—bn) —4A—B (d) 9 (anbn) — AB 


e E 2-5 ne A0) (DN lanl— AI 
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6.3. Feltételes és abszolút konvergencia 


EE 


6.99. 


SZENN KÉST 


6.100. 








6.101. 


Igaz-e, hogy ha egy végtelen sorban a tagok előjele váltakozik, akkor a 
sor konvergens? 


Igaz-e, hogy ha egy végtelen sorban a tagokból álló sorozat monoton 
csökken, akkor a sor konvergens? 


Igaz-e, hogy ha egy végtelen sorban a tagok előjele váltakozik, és a 
tagok abszolút értékeiből álló sorozat monoton csökken, akkor a sor 
konvergens? 


Igaz-e, hogy ha egy végtelen sorban a tagokból álló sorozat monoton 
csökkenve 0-hoz tart, akkor a sor konvergens? 


Igaz-e, hogy ha egy végtelen sorban a tagok előjele váltakozik, és a tagok 
abszolút értékeiből álló sorozat 0-hoz tart, akkor a sor konvergens? 


Melyik sor Leibniz-sor? Melyik sor konvergens? 


6.104. 
6.105. 
6.106. 
6.107. 


6.108. 








6.109. 











ő sa] 1 
2 3 4 
1 1 1 
szeszes szé sülő 
3157 
assa 1 1885 
1.3 3.5 5-7 
ű td 1AN 
2 4 8 
ű 1, 1 il. . 
V2 93 44 
1 1 1 
1 ! ; 





Döntsük el, hogy konvergensek-e, illetve abszolút konvergensek-e a 
következő sorok! 
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6.110. M(-0" 
6.112. ba b) 
6.114. D(-0" 


————— oo 1 
6.116. Y-T 


n 
n-1 
PE ESZ je el n 1 
6.118.) Y-(—1) FETE 
n-71 











6.120. 13 Stt 








6.111. 
6.113. 
6.115. 
6.117. 
6.119. 


6.121. 











6.122.) Változhat-e egy pozitív tagú végtelen sor konvergenciája, illetve össze- 


ge, ha 


(a) a sorba új zárójeleket teszünk? 


(b) a sorból zárójeleket veszünk ki? 


(c) a sor tagjainak a sorrendjét átrendezzük? 


7. fejezet 


Függvénysorozatok és sorok 


7.1. Az egyenletes konvergencia tulajdonságai. 


— Folytonosság. Folytonos függvények egyenletesen konvergens soroza- 
tának határértéke folytonos. 


— Deriválhatóság. Ha a deriválható függvényekből álló fn sorozat pon- 
tonként tart az f függvényhez, f/; pedig egyenletesen tart egy g függ- 
vényhez az (a, b) intervallumon, akkor ezen az intervallumon f derivál- 
ható és f" — g, azaz 

Fú 
: NN ; KT 14 
dm A (dm fa) —1 

— Integrálhatóság. Ha a Riemann-integrálható függvényekből álló f, 
sorozat egyenletesen tart az f függvényhez az [a,b] intervallumon, ak- 
kor az f függvény is integrálható, és integrálja megegyezik a sorozat 
integráljainak határértékével, azaz 


b b 


Ef ajasz [ (tl ése fogás 


a a 


oo 
7.2. Egyenletes konvergencia Weierstrass-kritériuma. Ha a ba Tati) 
n:1 
függvénysornak van a H halmazon konvergens numerikus majoránsa, 
azaz van olyan (M.) sorozat, hogy minden n € N és z € H esetén 


[fn(mI £ Mn és 3 Mn c oo, 
n-7-1 


akkor a pa fn(2) függvénysor abszolút és egyenletesen konvergens H-n. 


n-1 


7.3. Hatványsorok konvergenciatartománya. 
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oo 
— A pa an(x — c)" hatványsor konvergenciatartománya egy olyan inter- 
n7-0 
vallum, amelyik az esetleges végpontokat kivéve szimmetrikus a hat- 
ványsor középpontjára, c-re. 
A fenti tételbe beleértendő az az eset, amikor ez a tartomány az egész 
számegyenes, illetve az egyedül a c pontból álló halmaz. 


lang] 


— Konvergenciasugár. Ha lim sup r/ lan] z L, illetve ha lim sup a] 
an 





— L, akkor a konvergenciasugár 
ha0O0cCLca 
— 00 
L 
R-—-$S co haL—-0 
0 haL— oo 


— A konvergenciatartomány belsejében minden zárt intervallumon egyen- 
letes a konvergencia és így lehet tagonként deriválni és integrálni. 


7.4. Ha f akárhányszor deriválható a c pontban, akkor a 


20 (ne 
s Ő fjegjfó 


n! 





n7-0 


hatványsort az f függvény c pontbeli Taylor-sorának nevezzük, a, fenti sor- 
ban szereplő 
fee) 


n! 





an — 
együtthatókat pedig Taylor-együtthatóknak. 


7.5. Lagrange-maradék. Legyen az f függvény n -k 1-szer deriválható a 
lc, r] intervallumon. Ekkor van olyan d € (c, r) szám, amelyre 


nm F((e (ng ha 
Éles e s bg; c)" 7 TB egett. 





Ha az f függvény n -- 1-szer deriválható az [z, c] intervallumon, akkor van 
olyan d € (zx, c) szám, amelyre a fenti egyenlőség teljesül. 


7.6. Egyenletesen korlátos deriváltú függvényt előállít a Taylor-sora, azaz ha 
az (a, b) intervallumon az f függvény akárhányszor deriválható, és megadható 
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egy M szám úgy, hogy tetszőleges n € N és x € (a,b) esetén 00] LM, 


akkor minden c € (a, b)-re a c-hez tartozó Taylor-sor előállítja a függvényt az 
egész (a, b) intervallumon. 


7.7. Nevezetes Taylor-sorok. 








E: AR — ax fü 
e7 7 her hazeR; 
nb 
oo x2n-1 lés x2n 
- n — —1)" 
sing 2. ) ENTTI cos T za ) En! 
hazeR; hazeR; 
kés 2n--1 tsön x2n 
hg E hr — Ti 
Ze RnTTI ún 2. (2n)! 
hazreR; hazeR; 
1 oo 
TT őt ha Iz] 1 (Geometriai sor); 
(14) - DE Den e 
In(1 4 2) — —1)"——— árts —1)7"——— 
esel ni41 Al 2n-11 
ha [a] c 1; ha [a] — 1. 


7.8. Fourier-sor. 


— Ha f:HR- R periodikus 27 szerint és Riemann-integrálható a, [O, 27r]-n, 
akkor az 


(e el 
ag Th pa (an cosnx 4 bnsinnr) 


nel 


trigonometrikus sort az f függvény Fourier-sorának nevezzük, ahol 


27 2n 2T 
1 1 1 
ag — sz ff az, Úa E 5 fr) cosnada, bas 5 [FO snnads 
2m T 7 
0 0 0 


az f függvény Fourier-együtthatói. 
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— Cantor tétele. Ha f(Tr) — ao Dan cosna - be sinnz) [0, 27]-n, 


nzl 
akkor az ag, an és ba együtthatók egyértelműen meghatározottak, az- 
az egy függvényt csak egyféleképpen lehet trigonometrikus sorral elő- 
állítani. Ha a konvergencia egyenletes, akkor f(x) folytonos, és ez a 
trigonometrikus sor az f Fourier-sora. 


Pontonkénti konvergencia. Ha az f(x) függvény 27 szerint periodi- 
kus és szakaszonként folytonosan deriválható, akkor az f(r) függvény 
Fourier-sora mindenütt konvergens, az f(r) függvény folytonossági he- 
lyein a Fourier-sor előállítja a függvényt, a szakadási helyeken pedig 
a függvény bal-, és jobboldali határértékének a számtani közepe, azaz 


minden z € R esetén 


oo 
ag D (an cosnx 4 ban sinnx) — 


ni 


fia) fla) 
2 





7.1. Pontonkénti és egyenletes konvergencia 


Hol konvergensek és mi a pontonkénti határértékük az alábbi függ- 
vénysorozatoknak? Milyen intervallumokban egyenletes a konver- 











gencia? 

Tas fals) sa 

7605 fn(z) — 4717 axa2zr 
Sz 1] 1 

TT. ) fd - za 

7.9. ) f(x) — EE 

1 
7.11. fa(a) E 1; ha x — — 





n 
0, egyébként 





7.2. 
7.4. 


7.6. 


7.8. 





fala) — at — art 


1 
1, hha0C ga — 

n 
0, egyébként 
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Mi a következő állításpárok logikai kapcsolata, azaz melyikből kö- 
vetkezik a másik? 











7.18. 














P: va € [a,b] lim fn(2)— 5 
O0:VneN lim fal) —5 


P: Va € [a,b] Jim fil S fi2) 
a: va e lab] Him (fala) — fm) —0 


P: f, pontonként konvergál /-n. Oa: fn egyenletesen konvergál /-n. 


Bizonyítsuk be, hogy az fn(xr) — cos nz függvénysorozat konvergens 
az xr— 2kr (rec Z) pontokban. Konvergens-e a függvénysorozat az 
r:-—-knm (xc€ 2) pontokban? 


Adjunk meg 3 különböző függvénysorozatot úgy, hogy mindhárom függ- 
vénysorozat konvergáljon az azonosan 5 függvényhez (0, 1]-en! 


Megadható-e olyan függvénysorozat, amelyik [0,1]-en az azonosan 5 
függvényhez konvergál, és a függvénysorozat egyetlen tagja sem folyto- 
nos [0, 1]-en? 


Adjunk példát olyan függvénysorozatra, amelynek minden tagja min- 
den pontban szakad a [0, 1] intervallumban, de a függvénysorozat egyen- 
letesen tart egy [0, 1]-ben folytonos függvényhez! 


Adjunk példát olyan függvénysorozatra, amelynek minden tagja min- 
den pontban folytonos, és a függvénysorozat az 


1, har—5 
f(2) — Hi; 
0, egyébként 


függvényhez tart! Lehet-e a konvergencia egyenletes? 


Adjunk meg 3 különböző függvénysorozatot úgy, hogy mindhárom függ- 
vénysorozat egyenletesen konvergáljon a 


D() 1, harcO0 
St] E 
0, egyébként 
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Dirichlet-függvényhez [0, 1]-en! Állhatnak-e az előbbi függvénysoroza- 
tok csak folytonos függvényekből? 

7.22. ) Legyen fa(r) — n (a! — x"). Bizonyítsuk be, hogy 
(a) vaz e [0,1] lim fn(z)—0 


1 
(b) Jim / ale) da 70 
(0) 


(c) [0,1]-en az fn függvénysorozat nem tart egyenletesen az azonosan 
0 függvényhez. 


1 
7.23. ] Legyen fn(xr) — 4224 ei Bizonyítsuk be, hogy 


(a) vn fn(z) differenciálható 0-ban. 
(b) Him 7(x) — ll 
(c) fn egyenletesen konvergál Ix]-hez. 


(d) Iz] nem differenciálható 0-ban. 


7.24. ) Melyik függvényhez konvergál az fn(xr) — 1" —a"t! függvénysorozat a 
[0, 1] intervallumon? Egyenletes-e a konvergencia? 


Alkalmazzuk a Weierstrass-kritériumot, azaz keressünk olyan kon- 
vergens numerikus sorokat, amelyek tagonként nagyobbak a függ- 
vénysor tagjainak abszolút értékénél, és ezzel bizonyítsuk, hogy a 
függvénysorok egyenletesen konvergensek! 


(KE 5 L726. ]) Dzs 


Konvergensek-e, illetve egyenletesen konvergensek-e R-en a követ- 
kező függvénysorok? 
oo 


ZET 728. ) X-et) 
n7-1 


nisi 
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7.29.) Y BETETT 7.30. ] d" (arctg(n 4 1)z — arctg (nx)) 
n7-1 HE 
7.31.) 9 sét veli 7.32. [ 2? 
smezzzzzgti n 
ni jé 
EE ge 1 c sinnx 
7.33. SERNRNR se e ESNE 7.34. 
———  J a n2[1-- (nx)2] KV 2 n2 
2 cosnx ( sazátölli ! 
TB 2 TENG 7.36. 22 pe 
4 n 
vezeszeezet Ste co (—1) 
7.37. MENSEERER 7.38. B destás áötb 





oo 
7.39. ] Hol konvergens a 9)" 1" függvénysor? Egyenletes-e a konvergencia a 
n7-1 
konvergenciatartományban? 
sin(2n — 1)z 
2 


1 függvénysor? 


je el 
7.40. ) Egyenletesen konvergens-e a, pa 


nel 


7.2. Hatványsorok, Taylor-sor 


oo 
Hi 
7.41. ] Konvergens-e ye 33")a" hatványsor  T— —-, r — 0,3, T — 2" 
0 
x—- 1 esetén? 


Milyen x esetén konvergensek a következő hatványsorok? 


pné s ved 
ha — n-1 
00 4 00 
She S at 
14 5— n7-1 
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ee xn kezés xrn 
Határozzuk meg a következő hatványsorok konvergenciasugarát! 
TA8.] 9 na? 7.49. ] VE 
n7-0 nel n 
a 10007 1. c (n— 1)! 1 
7.50. Ti (x— 2) 7.51. 2, a (z— 3) 
7.52.] 97 Észási 7.53. ] M(r4)" 
nel n7-1 
ca (2-7 5)" a (7— 6)" 
7.54 ú 7.55. 
eze ) Ő 10007 a 27437 
7.58. n 7.59 1 
2 n? t1 isi n" " 
7.60. szál 7.61. száll 
KEK oo zzz oo x 
7.62. 27 an 7.63. (eaz 
LÉK je el 12 ee zzéj je el 
7.64. KEST 7.65. nia? 
TE 2 en — 2 


Igazak-e a következő állítások? 


ÖS 7 úg ms 0,3 
J ba 845 a fan 


—ba 94 nel tg 
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[7-67. ) 16 e $[// da 


1 1 
7.68. R — 9 anti] — 
VxreE re s TT 17 7 1—7 


n7-0 








je el 


1 
1 1 
7.69. - nai) e 
vVIzI €1-—re G A TT? ) TES 


n7-0 


Határozzuk meg a következő hatványsorok konvergenciasugarát! A 
konvergenciatartomány belsejében adjuk meg az összegfüggvénye- 


ket! 











4 
or 


g 
g 














N sal N 
a a a 
ee ba be 
g g 
08 
wo] 8, 
ag 
ag 
wW 











Hol konvergensek a következő függvénysorok? 


összegfüggvényeket! 


[nn.£[TOr Ny (sin x)" 7.77. pa ha)" 


1 n je el 1 
ME TEL Azt BENOE 7.79. 
351 134 0,2cos2 ax ) 2. znam 


1—312 4 rt 





142-4a?4x? a... 7.71.) 1—24327—g? 4... 


—g§4g8—... 


7.75. ) 242324 3934... 


Adjuk meg az 


Számítsuk ki a következő hatványsorok konvergenciasugarát és 


összegét: 


je el 


MÉ éa ar 


n:1 
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(782. ) HEY ps 
nel mi 
s 2n--1 
( 7.84. ) f(z) — 2, mlm 41a" 7.85. 22 TT 


Adjuk meg a következő függvények a — 0 körüli Taylor-sorát! Ha- 
tározzuk meg a konvergenciatartományokat! Előállítja-e sor a függ- 
vényt a konvergenciatartományban? 


7.86. ] e?" 





A endi ll lés 
o 
; cad üli: 
2 
szú 
S 
ag 
o 
[ert 
jel 
3 megi 
S 





1— 7 1-z 
1 x3 
7.94. EN NÉT .95. — — 
1472 7.95 1—z 
1 1 
247 fa) 1-3 x2 
7.100.] sinx 7.101.] coszx 
7.102. sin(27) 7.103.] cosxt 
7.104.) sing (7.105. ) cos? gy 


Legyen f : RG R, 0-ban akárhányszor differenciálható függ- 
vény. Igazak-e a következő állítások? A választ minden esetben 
indokoljuk meg! 
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7.106. 
7.107. 


7.108. 








7.109. 








7.110. 


tinta 


7.112. 








7.113. 


J Taylor-sora mindig felírható. 
f Taylor-sora minden valós z helyen konvergens. 


Ha f Taylor-sora konvergens egy To pontban, akkor abban a pontban 
a Taylor-sor összege f(x). 


jee] 
Ha egy 2)" ani" sor előállítja az f függvényt, akkor ez a hatványsor 


n7-0 
megegyezik f Taylor-sorával. 


ee] jee] 
Ha f(x) Taylor-sora 9)" anxr", akkor minden valós x esetén 9)" an" — 


n-—D n0 
f(2). 


Számítsuk ki 1072 pontossággal sin 1 illetve e értékét! 








2 4 6 2n 
Számítsuk ki az 1 k. j a ks b: -4(—1)" 7 4... — Összeget! 
00 43k 
Bizonyítsuk be, hogy az f(r) — pa függvény kielégíti az f/(r) — 
E (Bk)! 
f(2) egyenletet! 
£ 1 


Írjuk fel az f(x) — je dt Taylor-sorát! Számítsuk ki je da 


0 0 
értékét két tizedesjegy pontossággal! 


Bizonyítsuk be, hogy az e szám irracionális! 


Számítsuk ki a keresett deriváltakat az x — 0 helyen! 


(135) (136) 
1 12 
(—) Age (e ) 
(arctg x) 55) 7.119.) (arctga)57) 
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7.120. 


7.121. 


7.122. 








7.123. 


7.3. Trigonometrikus sorok, Fourier-sor 


Írjuk fel az f(r) — tgx függvény harmadik Taylor-polinomját a 0- 


ban. 


A fonálinga mozgását leíró törvényben a sinx függvényt az T függ- 
vénnyel közelítik. Mekkora lesz legfeljebb az elkövetett hiba, ha a kité- 


rés szöge legfeljebb 59 c 0, 1 radián? 


Hány tagot vegyünk figyelembe sinx Taylor-sorából, ha, azt akarjuk, 


hogy Iz] € 0,1 esetén a hiba legfeljebb 107" legyen? 


Hány tagot vegyünk figyelembe sinxz Taylor-sorából, ha, azt akarjuk, 


hogy 


lel é1c ze 60") esetén a hiba legfeljebb 1073 legyen? 


Fejtsük hatványsorba az f(x) — r2 4 x3 1 függvényt 


(a) 0-körül,; (b) 1-körül. 
Fejtsük hatványsorba az f(x) — EE függvényt 
(a) 0-körül,; (b) 1-körül. 


Állítsuk elő az alábbi függvények Fourier-sorát! 


sin? ba pt 7.127. cosz x 


Fejtsük Fourier-sorba a (—r, 1) intervallumon az alábbi függvénye- 


ket: 


(2) —sgna —TCaiam 


ts 1 ha0oCciáaT 
." 10 ha—rcrc0 
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7.130. (2) —]sgn2] —-TC1am 


A fenti három függvény megegyezik a (0, 7) intervallumon! 


7.131. (2) Sz —-—TTArTCT 
7.132. (2) — Iz] —-TaAITdgT 


Az előző két függvény megegyezik a (0, 7) intervallumon! 


2  ha0Ocriáam 
kölest éji —r? ha -—-rcacrc0 





7.134. J Legyen most f(x) az a 27 szerint periodikus függvény, amelyikre f(r) — 


T—T 





, haz € (0,27) és f(0) — 0. Ezt a függvényt fűrészfog-függvénynek 


is nevezik. 


(a) Fejtsük Fourier-sorba az f(x) függvényt a (0, 27) nyílt intervallu- 
mon. 


(b) Számoljuk ki a 9Y(-" numerikus sor összegét. 


n7-0 


2n7-1 


7.135.) Legyen f az a periodikus függvény, amelyre f(r) — 12, ha x € [—T, ml]. 
(a) Fejtsük Fourier-sorba az f(x) függvényt a [—r, r] intervallumon. 


c 1 
(b) Számoljuk ki a pa —; numerikus sor összegét. 
n 


nel 


Kirajzoltuk néhány előző feladat függvényeit és a 10-edik ( egynél 
az 5-ödik ) Fourier közelítéseit. Melyek ezek a függvények? 
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1234 








Fejtsük Fourier-sorba a következő függvényeket a (—arr, 7r) interval- 
lumban! 


7.142. 


7.144. 


7.146. 


e? 


shxr 


chxx 


7.143. 


7.145. 


7.147. 


e2z 


sh32 


ch4xr 


8. fejezet 


Többváltozós függvények differen- 
ciálása 


8.1. Euklideszi terek topológiája. 


— A GC R" halmaz nyílt akkor és csak akkor, ha egyetlen határpontját 
sem tartalmazza. 


— Az FC IR" halmazra a következő állítások ekvivalensek: 
- Az F halmaz zárt. 


- Az F halmaz tartalmazza minden határpontját. 


- Nem lehet F-ből kikonvergálni, azaz ha 
(Ppn:neN)c F, és pp Op, akkor p e F. 


— A K c R" halmazra a következő állítások ekvivalensek: 


- A K halmaz kompakt. 
- A K halmaz korlátos és zárt. 


- Minden K-beli sorozatnak van K-beli ponthoz konvergáló részso- 
rozata. 


8.2. Többváltozós Bolzano-Weierstrass-tétel. Korlátos pontsorozat- 
nak van konvergens részsorozata. 


8.3. Többváltozós Weierstrass-tétel. Kompakt halmaz folytonos képe 
kompakt. Speciálisan kompakt halmazon folytonos függvénynek van maxi- 
muma (és minimuma). 


8.4. Többváltozós Bolzano-tétel. Összefüggő halmaz folytonos képe 
összefüggő. 
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8.5. Többváltozós derivált. 


— Ha az f függvény (totálisan) deriválható a p pontban, akkor itt foly- 
tonos, minden parciális deriváltja létezik, és a derivált koordinátái a 
megfelelő parciális deriváltak. 


— Ha az f függvény parciális deriváltjai léteznek a p pont egy környeze- 
tében, és ezek p-ben folytonosak (folytonosan deriválható p-ben), 
akkor f deriválható p-ben. 


— Ha az f függvény (totálisan) deriválható a p pontban, akkor itt minden 
v 7 0 irány mentén deriválható, és 


fő) 
37 fe) 7 Tv : grad f(p ) 


Ennek következményeként 


max (lg) sívje 1) — Igrad f(p) ? 


— Ha az f : R" G R függvény deriválható a p pontban, akkor grafikon- 
jának van érintő hipersíkja a p pont felett, és ennek egyenlete 


y—- f(p)t-gradf:(x —p). 


8.6. Young-tétel. Ha az n-változós f függvény kétszer folytonosan deri- 
válható a pp pont egy környezetében, akkor minden 1 ri, j £x n esetén 


Üésés (Pp) úri Ta (Pp Je 


8.7. Többváltozós szélsőérték. 


— Ha az f : R" S R n-változós függvénynek lokális szélsőértéke van 
az értelmezési tartomány p belső pontjában, és p-ben (parciálisan) 
deriválható, akkor grad f(p) — 0. 


— Tegyük fel, hogy az f : R" Ó R függvény kétszer folytonosan deriválha- 
tó ap pontban és grad f(p ) — 0. Jelölje H az f másodrendű parciális 
deriváltjaiból álló szimmetrikus Hesse-mátrixot a p pontban, valamint 
0(x) —x:Hx a H-hoz tartozó kvadratikus leképezést. Ekkor 


- ha O pozitív definit, akkor p-ben lokális minimum van; 
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- ha O negatív definit, akkor p-ben lokális maximum van; 
- ha O indefinit, akkor p-ben nincs szélsőérték (nyeregpont); 


- ha O szemidefinit, akkor p-ben ez a próba nem dönti el, hogy 
van-e szélsőérték. 


Speciálisan kétváltozós függvény esetén ha 


[/A [// 
ré xy 


D — det H — 


" [/A 
yx yy 








a Hesse-mátrix determinánsa a p pontban, akkor 


- minimum van, ha D 5 0 és ff, 5 0; 
- maximum van, ha D 5 0 és ff C 0; 
- nincs szélsőérték, ha D — 0; 


- ez a próba nem dönti el, hogy van-e szélsőérték, ha D — 0. 


8.8. Feltételes szélsőérték, Lagrange-féle multiplikátor módszer. Ha 
az f : R" 0 R függvénynek lokális szélsőértéke van aza pontban a gk(x) — 
0, k — 1,2,...,p feltételek mellett, akkor megadhatók olyan Az, Az, . . . , Ap 
valós számok, hogy 





0 ig ESA § (a)—0, i—1,2 n 
Ox; 4 kz,9k sg zás Sat sás 


8.1. Topológiai alapfogalmak 


Írjuk fel a megadott pontok távolságát! 























8.1. ] pppd €R? p—(-1,3) a—(5,—4) 

8.2. P.dE R3 P — (—1,3, 5) g — (5, —4, 0) 

8.3. P.dE R" P — (Pi, D2,...Dn) a — (di, 82... .dn) 

8.4. Írjuk fel az origó középpontú, 1 sugarú (nyílt) gömböt meghatározó 


egyenlőtlenséget RF-ban, ahol k — 1, 2, 3, n. 
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Írjuk fel a c középpontú, r sugarú (nyílt) gömböt meghatározó egyen- 
lőtlenséget Rf-ban, ahol k — 1, 2, 3, n. 


Rajzoljuk le az alábbi halmazokat, határozzuk meg a belső-, külső- 
és határpontjaikat, és döntsük el mindegyik halmazról, hogy nyílt- 
e, zárt-e, és hogy korlátos-e! 


8.6. ] fheR:-szkző) 

8.7. ) ((ryyeR?:224y—1) 

8.8. ) ((r.yyeR2:1c1?1y? c4) 

8.9. ] ((r.y eR?:—3c1c5) 
(8.10. ) (my) eR2:a2ry2 24) 

8.11. ) ((r,y €ER?:—1€1ycC1Il 


8.12. ] ((r,y) eR?:x324y9 20) 











8.13. J ((zy) eR?:27-4y? S —4 


Melyik halmaz nyílt, melyik zárt, melyik nyílt is, zárt is, és melyik 
se nem nyílt, se nem zárt? Indokoljuk a válaszokat! A feladatokban 
x és y valós számokat jelölnek. 


KNEB H—-(r:osz-n Haelíe öjrh ése 
8.16. H—(f(:2:0£:1cx1l (8417. ) Mm—((xo:ocrci) 
8.18. ] H—ír:0£rsca1]j (8.19. ) M—((x0):0£sc1) 


8.20. ) H— (my) 26421) 





8.21. ] H—((x,y,0):22ry c1) 


8.22. ] H—((2y:1eGyel 
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H—-((xy):0crc10cyci) 


Adjuk meg a következő síkbeli halmazok belső pontjait, külső pont- 
jait és határpontjait! 





8.24. ) H—((my):0Szc1ocreI 
8.25. J] H—((ry :0Z£rzc10cyc1) 


8.26. ]) H—((r,y):reDYyEDOSre1i0oSyci 











8.27. ]) H—((xz,y):0€crca1,y—0) 


Adjuk meg a következő térbeli halmazok belső pontjait, külső pont- 
jait és határpontjait! 


8.28. H — ((z, y, 2) : ga y 2 2 1) 














8.29. H — ((x,y, 2) : x2 y? B a 1) 





8.30. ] H—((my2):teGyeGzegosszsiosgysioszzsi) 








8.31. J] H—((xry,y,2):ze0O0OCcra1y—-z—0) 





8.32. ] Legyen HC R". Igazak-e a következő állítások? 


(a) Ha z € H, akkor x belső pontja H-nak. 

(b) Ha z £ H, akkor x nem lehet belső pontja H-nak. 
(c) Ha z € H, akkor z nem lehet határpontja H-nak. 
(d) Ha z £ H, akkor x nem lehet határpontja H-nak. 
(e 


(f) Van olyan halmaz, amelynek minden pontja belső pont. 


me 


Van olyan halmaz, amelynek minden pontja határpont. 


(g) Van olyan halmaz, amelynek nincs belső pontja. 
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8.2. Többváltozós függvények grafikonja 


Számítsuk ki a következő függvények helyettesítési értékét a meg- 
adott p pontokban! 


el 


8.34. 


Él ssmistsisziszétő 


EZEKNEL 


8.35. 





SZEZESHÜ 
8.33. 





8.36. 





f(zy-zty p—- (23) 
f(z,y) — arctgr 4 arcsinry p — (r/4,0) 
fay2)—z p —(43,2) 


f(ry2)—ay p-—(43,2) 


Adjuk meg a következő függvények helyettesítési értékét a meg- 
adott görbék pontjaiban! 





8.37. 


s 


8.39. 


Hessesázászűnzzeszi it 


sea 





8.38. 
KÖREZEESE SEEN 





8.40. 








8.41. 


f(ay— 276 yé, y—- a, illetve 12 -4y2—1 
f(2y)y—T—y, y— a, illetve y — 22 

f(x,y) —sinz, z — r/4, illetve y — r/4 

f(z,y) —sinzy, z — r/4, illetve y — r/4 

Keressük meg a következő kétváltozós függvények grafikonjait az ábrák 


között! 
(a) 24? (b) (2-4? (e) 22—y 


(d) gy (e) sinz 4 siny (f) sinzsiny 
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z 


z 


z 


ÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK DIFFERENCIÁLÁSA 


4 


úg 


8. TÖBBV 











f 0 
kÉT 


17 "He 
ji HEZ HOST 


FYI 








mp 5) 
ol 
sm 
10 A 
sali 
sg 
iv 9) 
42 
vb 
Gt 
eb] 





























- 
[saj 
Ísaj 
:oO 
a 
i B 
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Ábrázoljuk a következő függvények szintvonalait! Készítsünk a 
függvények grafikonjáról térbeli rajzot! 


( 8.43. ) (degjő 8.44. ] /z2-ry2 
( 8.45. ) táj 8.46. ) (r—y)2 
( 8.47. ) Sri 8.48. ) Ig] 

( 8.49. ) s 8.50. ) Ír vl 




















Határozzuk meg a következő függvények szintfelületeit! 


Üljezetyejés Hand -aaz 
lgsájeég and ev 


Döntsük el az alábbi térbeli halmazokról, hogy lehetnek-e 
grafikonjai-e valamilyen kétváltozós függvénynek! Ha igen, akkor 
adjunk meg ilyen függvényt! 


8.55. ) sík 8.56. ) gömbfelület 
8.57. ) kúppalást 8.58. ) hengerpalást 
8.59. ] félhenger palástja 8.60. ) félgömb felülete 


Határozzuk meg a következő függvények lehetséges legbővebb ér- 
telmezési tartományát! 


HE 129 FG CHE Ti 


1—gy 


1 

fize ege isz 
Z 

jegyese 
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űz y Z 
8.66. kat t 





8.3. Többváltozós határérték, folytonosság 


Van-e a következő többváltozós függvényeknek határértéke az 
adott pontokban? Ha igen, mennyi? Hol folytonosak ezek a függ- 




















vények? 

8.67. ) f(my)—7 p — (0.0) 

8.68. ] f(ry)—rtby p — (3,5) 

8.69. ) f(xy— p — (3,0) 
NTÉST MENTEM y 

8.70. ) f(ay)- S p — (0.2) 
kesésmmmásmzté 64 ret 
ada singry 

8.71. — - (0,3 

Mag) — szi p — (03) 
sin x — sin 

8.72. ) f(g,y) — Z-S p — (0.0) 
e] r—-y 
ERSZ ET . Sint—siny e 

8.73. ) f(z,y)— ezzen p — (0,0) 

8.74. ] /131y-1 p — (0,0) 

8.75. ) xyln(x? -- 4?) p — (0,0) 
GE 1, haz A 0 és 0 

8.76. ) f(r,y) — TOGYTN  p-(00) a-(01) 
———— 0, har—0vagyy—0 

1, haz £0 

8.77. ) fr) — 5 p — (00), a — (0.1), r — (1.0) 
EKLKEKESET 0, ha z— 0 
aza 1, ha r24y? 40 

8.78. ] f(z,y)— p —(0,0), a — (01) 


0, egyébként 
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8.79. 


8.80. 








8.81. 


f(x,y) — ha megyei Pp — (0,0), a — (0,1) 


0, egyébként 


1, hhar—y 
; — (0,0), a — (01 
0, egyébként BEVA: as 


f(zy) ú.! 


Legyen f(r,y) — aie Léteznek-e a következő határértékek? 


Ú9 eggestagj vető Gb) Ji (ima) 
(c) tn (im (zy)) (d) lim f(z, 1) 


1 1 
Legyen f(x,y) — (z-4 y) sin — sin —. Léteznek-e a következő határérté- 
2 y 


kek? 


a lim 1, 8 8 
A agents e) (b) lim (o (a) 
(e) Jim (Jim J(z,w)) (d) lim f(x, 2) 
Legyen 
21y 
——  , har ty 40 
f(ry—4 mtv KESEZÁS EK 
0, egyébként 


Bizonyítsuk be, hogy a g(xr) — f(x,0) és a h(y) — f(0,y) függvények 
folytonosak z — 0-ban, illetve y — 0-ban! Bizonyítsuk be, hogy az 
f(z,y) függvény nem folytonos (x, y) — (0, 0)-ban! 


Bizonyítsuk be, hogy ha f(x, y) folytonos a síkon, akkor 


(a) aG — ((x,y) : f(z,y) 5 0) halmaz nyílt; 
(b) az F— ((x,y) : f(zr,y) 2 0) halmaz zárt! 
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8.4. Parciális és totális derivált 


Mutassunk példát olyan kétváltozós függvényre, amelynek mindkét par- 
ciális deriváltja létezik az origóban, de a függvény nem folytonos az 


origóban! 


Határozzuk meg a következő függvények parciális deriváltjait! 


8.86. 


e] 


8.87. 


———— 


8.88. 


8.89. 


8.90. 


8.91. 


8.92. 


e] 


EE 


8.93. 


8.94. 


8.95. 


ző 


8.96. 


TT 


8.97. 


 ZEKEEzüt 


8.98. 








8.99. 


Hű 
J 


Hő 


g(x,y,2) —sinz : (cos r) 








z,y)— rsiny 
x,y) — sin(zy) 
xr,y)— (z4 2y) sin(z 4 2y) 
x,y) — 317y! — 4 
száj Ü 3 
7—-y 


2 
x,y) — (5z xy)" b 


Iny 


9(r,y, 2) — 6) 


f(2y—a3 a gyiry? 


figye" 


9(x 2) —z 


z arctg 37y 





f(xy,2) — sin(z? 4 y? 2) 


1 — 
f(z,y) — arctg T 
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8.100.] f(xz,y)— 29 -4y" 


8.101.) f(mw.2) — a 


8.102. ] Parciálisan deriválható-e f(x, y) — Iz] -- Ivy] a (0,0) pontban? 








8.103. ] Mi a következő két állítás logikai kapcsolata, azaz melyikből következik 
a másik? 


P: f(x, y) folytonos (0, 0)-ban 
A: f(x, y) parciális deriváltjai léteznek (0, 0)-ban 


Tudjuk, hogy f(1, 2) — 3, továbbá hogy minden (x, y) pontban f/.(T, y) — 
0 és ff(z,y) — 0. Mennyi lehet f(5,10) ? 


8.105. ] Hol folytonosak az 


1 
Flásáj (2-4 y)sin— siny, haz 40ésy£0 


0, har—0vagyy—0 


függvény parciális derivált függvényei? 


Határozzuk meg a következő függvények második parciális deri- 
váltjait! 


8.106.) g(x,y,2) — ry3sinz 





8.107.) g(x,y,2) — 
8.107.) 9(z,y,2) TÉT 


8.108. ] 9(z,y,2)—24z-4yrő 








8.109.) 9(x,y,2) — m(x 4? 2) 


Írjuk fel a következő függvények iránymenti deriváltjait az adott 
pontokban az adott irányban! 


f(ay)— zár p — (2.3), v— (8.4) 
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f(z,y) 7 singy P — (0, 0), VE (1, —1) 
8.112.] f(x,y) — ezTY.lny p —(0,1), v —(—4,3) 


f(z,y) — T Pp — (1, 1), ve (—1, —1) 


Határozzuk meg a következő függvények a — 309-os szöghöz tar- 
tozó iránymenti deriváltját a (3, 5) pontban! 


8.114. f(z,y) — xr2 — y? 8.115. hír, y) — rey 


Milyen irányban lesz az iránymenti derivált maximális, illetve mi- 
nimális a (—4, 2) pontban? 


2 
8.116.) f(xy) — (x—y)? 9(zy)— 224 


Ty 


Egy terepasztal felületét az f(x, y) függvénnyel adjuk meg. Milyen 
irányban indul el a felület adott A — (1,2), B — (2,1), C — (2,0) 
és D — (—2,1) pontjai fölé helyezett golyó? 


8.118. ) e7(2-tvő) 8.119.) 234 y? — 9zy 


8.120.) Egy buckás domb felületét az f(x, y) — —r? 4 siny függvény adja meg, 
ha —2 a x c 2,—10 £ y 2 10. Milyen irányban induljon el a síelő a 
p — (1, r/3) pontból, ha a lehető legmeredekebb pályán akar lecsúszni? 


8.121.) Legyen f(x,y) — V1— x2 — y2. Írja fel az (1/2,1/2) ponton áthaladó 
szintvonal egyenletét, valamint a szintvonal érintőjét az (1/2, 1/2) pont- 
ban! Írjuk fel a függvény gradiensét az (1/2,1/2) pontban! Mekkora 
szöget zár be a szintvonal érintője a gradienssel? 


8.122.] Adjunk példát olyan f(x, y) függvényre, ahol a gradiens létezik, de nem 
merőleges a szintvonal érintőjére! 


Segítség: vizsgáljuk az 
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0, ha(r—1)24y—1 
f(ryy—íy, har—0ésy£40 
xz — egyébként 


függvényt az origóban! 


8.123. ] Legyen f(xr,y) — V1— 1? — y?. Ellenőrizzük, hogy az (1/2, 1/2) pont- 


ban a függvény gradiense merőleges a szintvonal érintőjére! 


8.124.) Írjuk fel az f(x,y) — senxzsgny függvény gradiensét azokban a pon- 


tokban, ahol létezik! 


Egy terepasztal felületét az f(x, y) függvény adja meg. Tegyük fel, 
hogy az x tengely kelet felé, az y tengely pedig észak felé mutat. 
Határozzuk meg a p ponton átmenő, észak-északnyugati irányban 
induló ösvény meredekségét a p pontban! 


8.125. f(z,y) — gy — gő P — (1, 2, —3) 
8.126. 3 s y? ni 9Ty P — (2, 0, 8) 


ál y 
mid 
8.127.] Legyen f(x,y) — ES 


0, ha 22 yt —0 


ha x24y 40 


(a) Mennyi f.(0,0) és f/(0, 0)? 

(b) Mennyi /7(0,y) hay A 0 és mennyi f/(z,0) ha z A 0? 
(c) Mennyi f2(0,0) és ff/2(0, 0)? 

(d) Miért nincs ez ellentmondásban Young tételével? 

(e) Differenciálható-e kétszer f a (0,0)-ban? 


8.128. ] Legyen f : R" 5 R függvény. Melyik állítás igaz és melyik hamis az 
alábbiak közül? Ha egy állítás hamis, adjunk ellenpéldát! 


(a) Ha f folytonos a p pontban, akkor ott differenciálható. 
(b) Ha f differenciálható ap pontban, akkor f ap pontban folytonos. 
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(c) 
(d) 
(e) 
(£) 
(2) 
(h) 


(3) 


Ha f-nek léteznek a parciális deriváltjai a p pontban, akkor f a 
p pontban folytonos. 


Ha f-nek léteznek és folytonosak a parciális deriváltjai a p pont- 
ban, akkor f ap pontban differenciálható. 


Ha f-nek léteznek és folytonosak a parciális deriváltjai a p pont- 
ban, akkor f a p pontban folytonos. 


Ha f differenciálható a p pontban, akkor f-nek p-ben léteznek a 
parciális deriváltjai. 

Ha p-ben f-nek léteznek a másodrendű parciális deriváltjai, akkor 
J 2-szer differenciálható p -ben. 


Ha p-ben f-nek léteznek és folytonosak a másodrendű parciális 
deriváltjai, akkor f 2-szer differenciálható p-ben. 


Ha f ap pontban 2-szer differenciálható, akkor p-ben léteznek f 
másodrendű parciális deriváltjai. 


Ha f ap pontban 2-szer differenciálható, akkor p-ben léteznek f 
parciális deriváltjai, és a parciális deriváltak p-ben folytonosak. 


Van-e olyan f : R? S R függvény, amelyre 


f.(z,y) — siny, fj(xz,y) — 1 cosy 
fele,y) — erv, fi(m,y) — cos(x — y) 


Határozzuk meg az alábbi függvényeket a megadott pontokban 
érintő síkok illetve hipersíkok egyenletét! 


8.131. 


8.132. 


Tlzizszzzzző 


8.133. 














8.134. 


f(a,y) — gy p — (2,3) 
f(2,y) — sin(gy) p — (1/2,7) 
f(xy,2) —-ay— ő p — (3,2,1) 
f(r1,....Tn)— ri: T2:...:Tn p —(1,2,...,n) 


Írjuk fel a G(t) — F (r(t)) összetett függvényt! Határozzuk meg 
G"(t)-t közvetlenül a képletből, és a láncszabály segítségével is! 
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8.135. 


8.136. 


8.137. 





F(xy) — a? 4 y? r(t)—cost-itsint-j te [0,27] 
F(x,y) — a? — y? r(t)—cost-i tsint-j t e [0,277] 
FP(ay)— 23 ay? r(t)—t-i-43t.j t € [0,10] 


Írjuk fel a következő összetett leképezések Jacobi-mátrixát. 


8.138. 


8.139. 


8.140. 


9(t) — (sint,cost),  f(r,y)—Tiy, h- fog. 


f(u,v) — (sinuv,cosuv),  g(r,y)—atty, h-gof 


1 
fiu — (2). gl) -mzimy h-gof. 


Adjuk meg a következő síkbeli leképezések Jacobi-mátrixát! 


(GENKKKTTTTE! 
8.141. 


8.142. 


8.143. 


8.144. 








8.145. 


8.146. 


v —singy:i tgcosy-j 


xy . x 


b állsz "17 
17 x? 14 y 





3 j 

v —(lnx4-1lny)-i 42? -j 

v —sin(m-43y9)-i he" .j 

Legyen F(x,y) — xy, és legyenek f : R? C R, g : R? C R differenci- 
álható függvények! Írjuk fel az F(f, g) összetett függvény deriváltját a 
láncszabály segítségével! 


Legyen r : R — R? differenciálható, és legyen f(x, y) — xy. Írjuk fel 
for deriváltját a láncszabály segítségével! 


Írjuk fel a következő függvények P ponton áthaladó szintvonalainak 
érintőjét a P pontban! 


f(x,y) — x", P(3, 5) 
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fly) — 22 — u? P(5,3) 


8.5. Többváltozós szélsőérték 





Van-e abszolút szélsőértékük a következő függvényeknek az adott 
halmazokon? Indokoljuk a válaszokat! 








8149.) 1-5 H—((2):140) 

(8.150. ) (a) — sin? 723 H-í(o:reR) 

[8451.) (ay — H-((my):240) 

(8.152.) (x,y) — 22 - ef sin (13?) H—((ry):2r2e1) 
(8.153.]) f(aw—-a22t2 — H—((mw:22ry 1) 

(8.154.) f(xy—z-y H.f(syj-össrelögyei 

8.155.) f(x) — ay H-((my):0Ssc10gyc1) 

(8.156. ) f(m,y,2) — xyz H — ((x,y, 2) : (z—1)2--(y-42)24(2—3)2 c 4) 








Határozzuk meg a következő függvények abszolút szélsőértékeit a 
megadott halmazokon! 


8.157. f(x,y) — zy(1— 2 — y) H—í((xy):0S£r10gyrtye 
1) 


8.158. f(ry)—22-y2--(2-y-r1)2 H— TR? 


8.159.) f(zy)—z—y—3 H—((my):22rye1 








1 1 
8.160.) f(r,yy—lna-1]ny-- jart zlny 





1 1 
H7-((gy):- SzSe-SysSel 
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8.161.) f(x,y)—sinxz-ksiny-- sin(z - y) 





H-((my:Osasszosysó) 





8.162.) f(r,y)— 3? — 221y 1 2y? — 22 4 4y 


H— ((z,y) : la S 3. ]yl S 37 


Keressük meg a következő függvények lokális szélsőértékhelyeit, ha 
vannak! 








8.163. 
8.164. 
8.165. 
8.166. 
8.167. 
8.168. 
8.169. 
8.170. 
8.171. 


8.172. 





8.173. 


8.174. 





8.175. 


f(a,y) — 322 4 5y? 
f(x,y) — (2x — 5y)? 


f(x,y) — 21? — 3y? 





f(z,y) —222—y? 1424 4y—3 





I(xy)— 1? 4y—6r-148y- 35 
f(z,y)—3— 4V2— (32 1 y?) 
f(x,y)——y? a sinz 

f(xa,y) — eztet) 


f(z.y)—(2—y?) 22 — v?) 





f(xa,y) — —23? — 27y — 2y? 3 367 -— 42y — 158 


Van-e olyan egyváltozós polinom, amelynek értékkészlete (0,00)? Ha 
igen, adjunk rá példát! Van-e olyan kétváltozós polinom, amelynek 
értékkészlete (0, 00)? Ha igen, adjunk rá példát! 


Adjunk meg olyan kétváltozós függvényt, amelyiknek végtelen sok szi- 
gorú lokális maximuma van, de nincs lokális minimuma! 


Határozzuk meg a 27 --3y 1 4z függvény maximumát és minimumát az 
origó középpontú 1 sugarú gömb felszínén! 
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8.176.) Határozzuk meg a p(t) —2t-i 4-t-j 3(1—t)-k ésag(t) ——3t-i 


t-j 4 (21t—1)-k egyenesek távolságát! 


8.177. ] Igazak-e a következő állítások? 


(a) Ha f.(x0, yo) — 0, akkor f-nek az (To, yo) pontban lokális szélső- 
értékhelye van. 

(b) Ha f.(xo, yo) — 0 és ff(xo, yo) — 0, akkor f-nek az (To, yo) pont- 
ban lokális szélsőértékhelye van. 


(c) Ha Jéy(o, yo) - 0 és fe (z0, yo) 17 0, akkor f-nek az (To, yo) 
pontban lokális szélsőértékhelye van. 


(d) Ha ff2(x0, yo) ffy(zo, yo) — (fé(xo,yo))? c 0, akkor f-nek az 
(To, vo) pontban nincs lokális szélsőértékhelye. 


(e) Ha fiae(To, vo) [gy (70, yo) E ( 2y(70, Vo)? £ 0, akkor f-nek az 
(70, vo) pontban nincs lokális szélsőértékhelye. 





(f) Ha f/.(T0, yo) c 0, akkor f-nek az (To, yo) pontban nincs lokális 
minimumhelye. 


Mely (x,y) € R? pontokban nulla az f(r,y) függvény mindkét 
parciális deriváltja? Mely (x,y) € R? pontokban van az f(x,y) 
függvénynek lokális szélsőértékhelye? 

















8.178.) f(zy)— a? 8.179.) f(xy) — 2? 

8.180.) f(x,y) — 3? — y? 8.181.] f(x,y)— 324 y2 
8.182.) f(x y— (23 8.183.) f(2y—a9 xy 
8.184.) f(r,y) — e—(23--v?) 8.185.) f(z,y)— r2 4 siny 
8.186.) f(x,y) — 37? 7 5y? 8.187.) f(r,y) — 37 hyt áh ry 
8.188.) f(r,y)— gy 8.189.) f(x,y)— es 

8.190.) f(xy.2)—ayzraiy rő 

8.191.) f(xy)— 13 — ő 
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8.192. f(xm,y) — gt yt 8.193. f(xm,y) — —2y2 — yt 
8.194.) f(xy)— (20—5y2  (8-195.]) /(xy)— (16 e9) cos — yet 
42 2 
E h felületét az F(x — 30 — — — — fü ény írja le. 
gy hegy felületé (x,y) jan 1úú "vég úg 


Adjuk meg a kiránduló ösvény legmagasabb pontját, ha az ösvény 
pontjainak koordinátái kielégítik a következő feltételeket: 


8.196. 37-4-3y— rsinr 4 rsiny] 8.197.] 4724 9y2 — 36 
1 2) 2 
8.198. y — Té 8.199.] x7-- y" — 25 





Határozzuk meg f maximumát a megadott feltétel mellett! 


8.200. 


8.201. 


( JHBAG 


8.202. 
8.203. 
8.204. 


8.205. 








8.206. 








8.207. 





f(2y)— gy, 34y-1 

f(ay.2)—z— yi 32, xx zt 

f(m,y,2) — gyz, 27 hy 42 —3 

f(2y)— ay, Ttytz-5 

f(x,y) — xyz, rytyztaxrz-8 

f(x,y) — xyz, ry14yztrz-8, xx yz20 





Egy részecske az x? - y? — 25 körpályán mozoghat azon a síkon, ahol 
az (z, y) pontban az energiája E(r, y) — 1? 1241y--8. Van-e a részecs- 
kének stabil egyensúlyi helyzete? 


Egy üzemben a gyártott termék mennyisége az r és y paraméterektől 
függ: 

M(x,y) — xy. A termelési költség C(r,y) — 2x 4 3y. Legfeljebb 
mennyi terméket gyárthat az üzem, ha C(x,y) — 10 egységnyi pénze 
van a termelés költségeire? 
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8.208. 


8.209. 


8.210. 





8.211. 


Adott térfogatú téglák közül melyiknek a legkisebb a felszíne? 


Határozzuk meg annak a háromszögnek a szögeit, amelynek a kerülete 
K, és a területe maximális! 


Határozzuk meg a 312 1-2y? 1-2? — 9 egyenletű ellipszoidot az (1, —1, 2) 
pontban érintő sík egyenletét! 


Legyen P — (3,—7,—1), 0 — (5,—3,5), S pedig az a 0-n átmenő sík, 
amelyik merőleges a PO szakaszra! 

(a) Írjuk fel az S sík egyenletét! 

(b) Írjuk fel a sík egy pontjának és az origónak a távolságát! 

(c) Melyik pontja van az § síknak legközelebb az origóhoz? 


(d) Mutassuk meg, hogy az előbb kapott pontot az origóval összekötő 
szakasz merőleges az S síkra! Magyarázzuk meg geometriailag is, 
hogy ez miért van így! 


9; 


fejezet 


Többváltozós Riemann-integrál 


9.1. 


Jordan-mérhető halmazok tulajdonságai. 


— Ha A c R" korlátos, akkor b(A) — b(int A), k(4) — k (4). 


— Az A C R" korlátos halmaz akkor és csak akkor Jordan-mérhető, ha, 


9.2 


határa nullmértékű. 





Ha A c R" Jordan-mérhető, és f : A  R korlátos, akkor f pontosan 
akkor integrálható, ha graf f C R"t! nullmértékű. 


Az integrál tulajdonságai. 
Ha A Jordan-mérhető halmaz, akkor t(A) — ] xa, ahol xa az A hal- 
A 


maz karakterisztikus függvénye, 


fd 1 harc A 
XA —ÍO hargaA 


Ha A és B két korlátos halmaz, int A n int B — 0 (egymásba nem 
nyúló halmazok), f integrálható A-n és B-n is, akkor f integrálható 
a C — AU B halmazon és 


ped 


Mérhető zárt halmazon folytonos függvény integrálható. 


Ha f és g egy nullmértékű halmazt kivéve megegyezik a mérhető A 
halmazon, és f integrálható A-n, akkor g is integrálható A-n, és 


[-t 
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— Ha f és g integrálható az A halmazon, c pedig egy tetszőleges valós 


9.3. 


szám, akkor f 4 g és c: f is integrálható, és 
[ero-Íta [an fen-efr. 
A A A A A 


Integrálási módszerek. 


Szukcesszív integrálás - Fubini-tétel. 


Legyen A C R"-! egy zárt Jordan-mérhető halmaz, B — la, blx Ac R" 
és f : Bo R folytonos, akkor 


b 


[freazdy— ff few)du ] az 
B a A 


Integrálás normáltartományon. 





Legyen A C R"7! egy zárt Jordan-mérhető halmaz, p: AC R, 4 : 
AG R két folytonos függvény, p a 4 az A pontjaiban, 











N — ((x,y) :T€ A, p(2) CyS v(a)) CR", f:N-oOR 


folytonos függvény. Ekkor N Jordan-mérhető, f integrálható N-en, és 


ff reazay- f T raas dx. 
N 


A Ne) 


Integráltranszformáció. 


Legyen A C R" zárt Jordan-mérhető halmaz, $ : A 5 R" folytonos, 
int A-n egy-egy értelmű és folytonosan deriválható, B — ($(x) : ze A) 
— V(A), valamint f : B O R folytonos függvény. Ekkor B (zárt) 
Jordan-mérhető halmaz, és 


J Háj dja 7 IJI(W(2)) der, 
B A 


ahol J — det(V") a V leképezés Jacobi-determinánsa. 
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9.1. Jordan-mérték 


Van-e területe a következő síkbeli halmazok határának? Ha igen, 
határozzuk meg a területét! 


H—((xy):0S£zc10cyS1) 





(El H-í((my:reGyeBDOSzSsiosyól 


Van-e térfogata a következő térbeli halmazok határának? Ha igen, 
határozzuk meg a térfogatát! 


H—((xyy 2): 0Sczc10ogyc10cSzc1]) 
H—((ry2):ze0gyeOZEDOSrzélLogyzioszát 


Határozzuk meg a következő síkbeli halmazok külső és belső terü- 
letét! Melyik halmaz mérhető? 


H—-((xy):0SzSc10S£ycS1) 
H—-((xy:0Szc10cyS1) 
H—((xy):0SzSs10£ySsgz) 


H-í((xry:reGyeEDOSiSsiosSyólj 











Határozzuk meg a következő térbeli halmazok külső és belső mér- 
tékét! Melyik halmaz mérhető? 


H—-((ry2):OSrélogycioszát 
H — (gyer öz zelozyzibézéi 
H—((xyy 2) O0czc1lOcyc10Oczcariy) 
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9.21. 


9.22. 


H—((x,y.2) :rTeBGYyE B zeEBO0OLre1iogycei0cSzoc1]) 





Bizonyítsuk be, hogy egy korlátos halmaz pontosan akkor mérhető, ha 
a határának a mértéke 0. 


Bizonyítsuk be, hogy ha a Hi és H2 halmazok mérhetők, akkor a Hi U 
H2, Hi Y H2, Hi a H2 halmazok is mérhetők! 


Van-e olyan korlátos A és B síkbeli halmaz, amelyikre teljesül, hogy 


(a) (AU B) 5 0(A) 40(B)? — (b) K(AUB) c k(A) 4 k(B)? 


Van-e olyan korlátos és diszjunkt A és B síkbeli halmaz, amelyikre 
teljesül, hogy 


(a) (AU B) 5 0(A) 40(B)? (b) K(AU B) c k(4A) 4 k(B)? 


Tegyük fel, hogy a korlátos H halmaz határának a területe 0. Következik- 
e ebből, hogy a H halmaz belseje üres? 


Tegyük fel, hogy a korlátos H halmaz belseje üres. Következik-e ebből, 
hogy a H halmaz mérhető? 


Legyen R egy tengelypárhuzamos tégla, és legyen H C R tetszőleges 
halmaz. Bizonyítsuk be, hogy b(H) 4 k(RVH) —t(R)! 


Legyen R egy tengelypárhuzamos tégla, és legyen H C R tetszőleges 
halmaz. Bizonyítsuk be, hogy H pontosan akkor mérhető, ha k(H) -- 
k(RVH) —t(R)! 

Van-e olyan korlátos H halmaz, amelyikre teljesül, hogy 

(a) k(H) 5 t(H) (b) k(H) ct(H) 

(c) t(20H) 5 0(H) (d) t(2H) 5 k(H)? 


Van-e olyan mérhető H halmaz, amelyikre teljesül, hogy 


9. TÖBBVÁLTOZÓS RIEMANN-INTEGRÁL 173 JJ 





9.23. 


9.25. 


9.27. 
9.28. 


9.29. 











9.31. 


9.33. 


(a) k(H) 5 4(H) (b) t(0H) — 1? 


Tegyük fel, hogy H korlátos halmaz. Igaz-e, hogy ha H mérhető, akkor 
HUOH is mérhető? 


Legyen K, az origó középpontú, 1/n sugarú körvonal a síkban! Hatá- 
je el 


rozzuk meg az U K, halmaz területét! 


nisi 


Legyen K, az (1/n,1/n) középpontú, 1/n sugarú körvonal a síkban! 
Határozzuk meg az [9-1 Kn halmaz területét! 


Legyen f : [a,b] - R korlátos függvény, és Gy — ((r,y) :a Sic 
b,y — f(x)), a függvény grafikonja. Bizonyítsuk be, hogy GF pontosan 
akkor Jordan-mérhető, ha f integrálható! 


Számoljuk ki az egységnégyzet racionális pontjaiból álló halmaz belső, 
illetve külső mértékét. 


Adjunk meg a síkban egy korlátos nyílt halmazt, amelynek nincs Jordan- 
területe. 


Adjunk meg a síkban korlátos zárt halmazt, amelynek nincs Jordan- 
területe. 


Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges korlátos A C R" halmazra 


b(A)—0 S int A — 0. 





Bizonyítsuk be, hogy ha A C R" Jordan-mérhető, aakkrVec 5031KC 
A zárt, és 3G D A nyílt mérhető halmaz úgy, hogy 





(A) — e c t(K) S t(A) SG) c HA) - e. 


Legyen C C R a Cantor-halmaz. H — C x [0, 1] c IR?. Jordan-mérhető- 
e H, és ha igen, mennyi a területe? 


Legyen H — [9-1 Kn, ahol K, az origó középpontú, 1/n sugarú kör- 
vonal. 
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(a) Mérhető halmaz H? 
(b) Van-e olyan S C R? (mérhető) halmaz, amelyre 0 S — H? 
(c) Van-e olyan S C R? (mérhető) halmaz, amelyre 0 S 5 H? 














9.2. Többváltozós Riemann-integrál 


9.34. 


Legyen H — [-1,1] x [0, 1], és 


. JIzl hayc0 
am- fg hay$0 


1 /1 
Mutassuk meg, hogy JT [rem dx] dy — 0, és hogy f nem integ- 
0 VI1 

rálható H-n! 


Legyen H — (2? 4 y? c 1], és 
1, har250 
0-2, haz c0 


Számítsuk ki f alsó és felső integrálját a H halmazon! Integrálható-e f 
a H halmazon? 


Integrálhatók-e az N — [0,1] x [0, 1] egységnégyzeten a következő 
függvények? Ha igen, számítsuk ki az integrál értékét! 


9.36. 
9.37. 
9.38. 


9.39. 





fize ( hay5za 


1, haz yeO0 
0, egyébként 


1, hayCa 
1, hayza 
raw - hg hay cg 
0, haryÁ0 
f(x,y) ús ( ha ry—0 
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1, har? 1/2 
, 9.40. raw - ( ha z c 1/2 


1, hay21/2 
9.41. f(z,y) — ( ha y c 1/2 


1, hatcO0 


0, hatgO a Dirichlet-függvény. 


9.42. ] f(r,y) — D(2)D(y), ahol D(t) — ( 








n har4y—l1/n, ne Nt 
9.43. Legyen f(z,y) Hai ( 0 ces ébkea ; I 


Mutassuk meg, hogy f nem integrálható az N egységnégyzeten, de 


fa 1.7 
/ / feed ds iszbb fede dx — 0. 


Számítsuk ki az N — [0,1] x [0,1] halmazon a következő területi 
integrálokat! Alkalmazzuk Fubini tételét! 


9.44. JI sin x dx dy 9.45. J7 siny da dy 
N N 

9.46. JT sin(z 4 y) dx dy 9.47. 1/ sin ry da dy 
N N 


9.48. J T ertve dy 9.49. J ] nydady 
N N 





























Legyen N — [0,1]? C R? az egységnégyzet. Integráljuk N-en a 
következő f(x, y) függvényeket: 


Í(2y)— I(2,y) — 27 — 29y 4 vy 
(ze) e etet f(z,y) — me" 
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9.57. 











1 haz — 1 haz — 
Hz aa az ÖBB Ai e 


0 
. J 1 har4y—1 
Túyi e ( Ó. egyébként 
. JJ 1 haz—1/n neNt 
f(zy) — ( 0 egyébként 


Határozzuk meg a következő területi integrálokat a megadott tég- 
lalapokon: 


 EZSKGEHüt 


9.61. 


9.62. 








9.63. 





9.58. [fer wdzdy T:0£x322x1,1£yS3 
T 

9.59. [f/ddzay T: 00£Z3:S£1, 1£yS3 
SE 

9.60. [fő dady T: 0 0X£rcxc1,0£ycC1 
T 

















ff fedady T:1X€3cX2,3€£ycC4 
T 

[5 dady T:1£3€2 36yC4 
éj. y 

[f/jőnydzay T:0£wx322x1,2£yS3 
T 


Számítsuk ki a H — í((xr,y) : 0 x xz a r/2,0 £ y CL sinx) halmazon 
a következő területi integrálokat! Alkalmazzuk Fubini tételét! 


[f6-vdzdy [f/dydzdy 
ar H 


JJ grsásetétli veszit 


Határozzuk meg a következő területi integrálokat a megadott hal- 
mazokon: 


9. TÖBBVÁLTOZÓS RIEMANN-INTEGRÁL Í77 Ú 








068) [ferddran Tirst 
TE 
9.69. [fpvdzdy T: (z—19-4(y-19 s 4 
T 
ml kh) 2 8. L Ed 
EST . (z—1)94y—1 körök által határolt 
io] J7 xrydxdy T : (a — 22 8 y? — 4 tartomány. 
T 
9.71. [fv dady T: (z—292-3(yr39 c 4 
T 
9.72. [77 dzdy T: 0£2S10£ysSzxg 
éb 








9.73. [fe dudy T: 34yci 
6 aki 


Legyen T — [0,1] x [0,2] x [0,3] C IR?. Számoljuk ki a következő 
térfogati integrálokat a 7 téglán: 


[fer dzgyaz (9.75. ) [ff jyzzdvaz 
T T 

[ff tsz da dydz [foz 1?) dadydz 
T T 


Határozzuk meg a következő görbék által határolt síkidomok terü- 


letét! 
9.78. y — 22, x - y? 9.79. y — 27 — 22, y — x? 
9.80. 2y — 12, y—I 9.81. 4y — x? — 4g, 2T—y—3-0 





9.82. ] y— 32, y— 212, ry—1, ry— 2 


 NEZEzk " 


9.83. ] 3—y—1, 3 —y —4 ry—1, ry—2 
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9.84. 


9.85. 


9.86. 





Határozzuk meg a H — ((r,y):—1£rc10€cyce v1-— 32) halmaz 
területét! 


Számoljuk ki az y — x2, y — 27? parabolák és az x — 1 egyenes által 
határolt síkidom területét. 


Számoljuk ki az xr2 4 y? — 1 hen- 
gerpalást és az 1tytz—-2,2—-—0 
síkok által határolt test térfoga- 
tát. A keresett test: 


Számoljuk ki az x2 -- y2 — 1 hen- 
gerpalást és az 1tyt2z—-—1,2—0 
síkok által határolt test térfoga- 
tát. A keresett test: 





2 2 
Számítsuk ki az f(r,y) — 1 — 5 — 5 függvény grafikonja alatti test 


térfogatát a H halmaz felett, ha H — [0,1] x (0, 1]! 


Számítsuk ki az f(x, y) — r1-y függvény grafikonja alatti test térfogatát 
a H halmaz felett, haH—fOgrityc1OocSzr,o0gSyh 





Rajzoljuk le azt a testet, amelyiknek a térfogatát az adott integ- 
rállal számolhatjuk ki! Számítsuk ki a térfogatokat! 
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1—a 


j desaves GSE JT Fogja ke 


ELENPTÉS fi 


Számítsuk ki a következő felületek által határolt testek térfogatát! 


1—y4z-6,  14y—2 2T-y y-0, 2—0 

















9.95. ] 2—cosrcosy, EREJE z7-0 


Számítsuk ki a következő testek térfogatát! 


gömb 9.97. ]) ellipszoid 
9.98. ] körhenger forgáskúp 


Tegyük fel, hogy a H síkbeli tartományt o(rx,y) sűrűségű anyag 
tölti ki. Ekkor a test tömege: 


m z [/ 0(z, y) dx dy, 
Fz d 


a test tömegközéppontjának a koordinátái pedig 


1 1 
SE x [/ zelm,yydady, $,— 4 1/ yolz, y) da dy. 
H H 


Határozzuk meg a tömegközéppont koordinátáit, ha H — [0,1] x 
10, 1] és, 


(9.100. ) o(z,y) — 2? 9.101.) o(ry— 34 y 





9. TÖBBVÁLTOZÓS RIEMANN-INTEGRÁL 180 JJ 





9.102. 0(xr,y) 7-7 gy 9.103. o0(z,y) hi x? - y? 


Határozzuk meg annak a kétdimenziós testnek a tömegközéppont- 
ját, amelyiket az y — 0, zx — 2, y— 1,y — xz egyenesek határolnak, 
és amelyiknek a sűrűsége 








gyest öli jese 
o(m,y) —y olz,y) — gy 
ola) - s ela) — ert 


Az xy síkban levő test tehetetlenségi nyomatéka a z tengelyre nézve 
o — Ji r?(z, y)o(z, y) dx dy, 
H 


ahol r(r,y) az (r,y) pont távolsága a z tengelytől. Határozzuk 
meg a o sűrűségű, egységoldalú négyzet z tengelyre vonatkozó te- 
hetetlenségi nyomatékát, ha a négyzet egyik csúcsa ér hozzáa z 
tengelyhez! 


9.112. ] Határozzuk meg az előző két feladatban szereplő négyzetek tehetetlen- 
ségi nyomatékát az z tengelyre vonatkozóan, ha a négyzet egyik olda- 
lának a felezőpontja ér hozzá a z tengelyhez! 


9.113.] Egy vékony lemezt az y — 0, 7 — 1 és az y — 27 egyenesek határolnak. 
A lemez sűrűsége 
0(xr,y) — 61 4 6y -- 6. Határozzuk meg a test tömegét és tömegközép- 
pontjának koordinátáit! 


9.114. ] Egy test az első térnyolcadban van, a koordinátasíkok és az 11t-y--z — 2 
sík határolja, a sűrűsége pedig o(z, y, 2) — 2r. Határozzuk meg a test 


tömegét és tömegközéppontjának koordinátáit! 
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9.115.] Egy 1 méter mély gödörből a felszínre szivattyúzzuk a vizet. Mennyi 
munkát végzünk a gravitáció ellenében, ha a gödör 


(a) kocka alakú, (b) félgömb alakú? 


10. fejezet 


Vonalintegrál és primitív függvény 


10.1. Érintőegyenes. Az r (t) térgörbe érintőjének egyenlete az rag — r (to) 
pontban 
r-—-rotv-t, 


ahol v — r (to) az érintőegyenes irányvektora. 
10.2. Sík és térgörbe ívhossza. 


— Ha az r : [a,b] — IR? síkgörbe folytonosan deriválható, akkor rektifi- 
kálható, és ívhossza 


b b 
1- ftélat— ( Vet, 


— Ha f : la, b] - R folytonosan deriválható, akkor grafikonja rektifikál- 
ható, és ívhossza 


b 
L- [ VIEGY az. 


— Ha azr : la, b] — R? térgörbe folytonosan deriválható, akkor rektifi- 
kálható, és ívhossza 


b b 
4 fél a- [ V27G TB, 


10.3. Érintősík. Az r (u, v) felület érintősíkjának egyenlete az rag — r (uo, vo) 
pontban 
n-r—-n-rgo 


ahol n — rf (uo, vo) X Tr. (uo, vo) az érintősík normálisa. 
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Speciálisan a z — f(x, y) grafikonjának érintősíkja az (To, vo) pont felett 


z — f(x0,yo) — f.(r0, yo) (z — To) —- f/ (To. vo) (y — 90) 


10.4. Felszín. Ha az r : A — R? felület folytonosan deriválható, akkor a 
felületnek van (véges) felszíne, és 


s - ff Ir4 x ről du dv. 
A 


Speciálisan a z — f(r,y) folytonosan deriválható függvény grafikonjának 
felszíne az A mérhető síkidom felett 


S — JT vi - (212 4 (2 )2 der dy. 
A 





10.5. Vonalintegrál kiszámolása. Ha v — vi(r,y,2) "ih voalm,y, 2) j b 
v3(r, y, 2) ":k vektormező folytonos a G tartományon, r : [a, b] - G, r(t) — 
x(t)-i--y(t)-j z(t)-k folytonosan deriválható, akkor v vonalmenti integrálja 
létezik a ID : r (t) görbe mentén, és 


f vsz f etetőjeztják 
E a 


Koordinátákkal kiírva 


J vi(z,y, 2) dr 4 valm,y, 2) dy 4 vs(z, y, 2) dz — 
1 üg 
b 


s 1 [vi(z,y, 2) 4 vala, y, d ú — vs(r,y, 2) él dt. 


a 


Hasonlóan, síkbeli vektormező és görbe esetén 


b 
fee y) dx 3 vo2(T, y) dy — J [via(z, yi 4 vo(z, y)úl dt. 
T a 
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10.6. Konzervatív vektortér. 


— A v vektormező pontosan akkor konzervatív a G tartományon, ha min- 
den G-ben fekvő zárt rektifikálható I görbén 


fv -0, 


T 
azaz minden körintegrál nulla. 


— Newton-Leibniz-formula vonalintegrálokra. 


Ha a v vektortér konzervatív a G tartományon és U(r ) egy primitív 
függvénye G-n, I egy folytonosan deriválható G-beli görbe az a kezdő 
és b végpontokkal, akkor 


[ dr — U(b) —U(a). 


pP 


— Ha a v vektormező konzervatív és folytonosan deriválható a G tarto- 
mányon, akkor 
rotv —-—0, 


azaz a keresztbe vett deriváltak megegyeznek, örvénymentes a vek- 
tormező. 


— Haa v vektormező folytonosan deriválható az egyszeresen összefüg- 
gő G tartományon, és G pontjaiban rotv — 0, akkor v konzervatív. 


10.1. Sík és térgörbék 


Ábrázoljuk a következő síkgörbéket! 


10.1. ] r—t-i4t.j 10.2. ] r —t2-idt-j 
t e [0, 4] t e [0,16] 
10.3. ] r —Vt-i4-t-j 10.4. ! r—t.i 34 vt-j 


t c [0,16] t e [0, 4] 
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10.5. 


10.7. 





10.9. 








10.11. 


Ábrázoljuk a következő térgörbéket! 


10.15. 
10.16. 


10.17. 








10.18. 





10.19. 








10.20. 


r —2t-i 446 -j 
t e [0,2] 


r —cost:-i-sint-j 
te [0,27] 


r —cost-i-d-sint-j 
t e [7/2, r/2] 


r —4cost-i 42sint-j 
t e [r/2,37/2] 


r —tcost-i 4-sint-j 
t e [0, 67] 


r—t-it2t-j43t-k 
t e [2, 4] 


r ——2t-i 4t-j — (t/3) 
t e [2, 4] 





10.6. 
10.8. 
10.10. 
10.12. 


10.14. 


:k 


r —cost-i Fsint:j 4t:k 


t e [0, 67] 


r —t-i d sint-j 4 cost-k 





t e [0, 67] 


r —2sint-i—t"-j 1 cost-k 


t e [2.67] 


r —tcost-i ttsint-j 4t-k 


t e [2.67] 





r—t.i38.j 
t € [0, 4] 


r —cost:i--sint-j 


t e [0, 7] 


r —2cost-i $4sint-j 
t e [0,27] 


r —cost:-id-tsint-j 
t e [0,27] 


r —tcost-i ttsint-j 


t e [0, 47] 
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10.21. ] Adjunk meg olyan görbét, amelyik 


(a) egy hengerre felcsavarodó spirál; 


(b) egy kúpra felcsavarodó spirál! 


10.22.) Számoljuk ki az előző görbék ívhosszát, ha adott a henger, illetve kúp 
alapkörének a sugara, továbbá a henger és a kúp magassága! 


Vázoljuk a következő síkgörbéket! Írjuk fel az érintők egyenletét 
t — 7/4-ben! 


10.23.] r(t)—2cost-i-3sint-j t e [0, 87] 


10.24.) r(t)—tcost-i 4-tsint-j te [0,87] 


Írjuk fel a következő síkgörbék érintőit a megadott P pontokban! 


10.25.] xx? — ry? 4y—17 P(5, 2) 


10.26. ). (22 4 y2)2 — 312y — 3 P(0,0) 


Számoljuk ki a következő térgörbék érintőinek egyenletét a meg- 
adott helyeken: 


10.27.) r(t) — (t—3)-i (1231) -j-t-k t—2 


1 
10.28.) r(t) —sint-i-cost-j-F— -k p-—j-ik 
cost 


Határozzuk meg az alábbi síkgörbék ívhosszát: 


10.29.) (ciklois) 


xz—-r(t—sint) O£LtL2T 
y—r(1 — cost) 


10.30. ) (arkhimédészi spirális) 
r-ap 0£pS2T 
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O0wx2xdga 


10.2. Skalár-, és vektormezők, differenciál- 
operátorok 


10.32. J Milyen geometriai transzformációnak felel meg a síkon az 


leképezés? 





BE: ki y 
fa0-( a) 


Adjunk meg olyan f : R? S R? leképezéseket, amelyeknek H az 
értelmezési tartománya, és K az értékkészlete! 


10.33.] H— ((x,y) : 
K — ((2y) 

10.34.) H — ((x,y) : 
K — ((2,y) 


10.35. H — ((x,y) 








K — ((zy) 
10.36.) H— ((x,y) 
K — ((zy) 


ocrc10O0cyc1i1) 
:0oO0CcrcCc20cyca4 


0o0crxc10cycac1xr4ycal) 
:o0crcac10ocycil 


:0c€cxcx1,y—0) 
: 3 3y-1 


:0oO0cxca10cyc2 
:3d3y al 


Határozzuk meg grad f — Vf-et, ha 


H-t 


10.38.] f(xr,y)— a? 4 y? 


fas) — at — Ga2y? a yt fa) — Va 


Írjuk fel a következő függvények gradiensét a megadott pontokban! 


10.41.] f(x,y)— rsiny 


p — (r/3,—r/4) 
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10.42.) f(r,y)— vVTlngy p — (e, e) 


10.43.) f(xz,y,2) — 2-4 gy? 4 232? p — (2,—1,1) 


10.44.] f(x,y,2) — rsiny 4 29 cosy p — (r/2,7/6) 


Számoljuk ki a következő skalármezők gradiensét, itt "a? egy rög- 
zített állandó vektort jelöl, "r" pedig egy térbeli vektorváltozót: 


1045. ÚGYoa:t U(r) -laxri 
. 1 a? 
2 sz 
10.47.) U6)-r? 4 — útja, 


Határozzuk meg az alábbi felületek érintősíkját az adott helyeken: 





10.49.) r —(u2—w)-i 4 (u— 0?) -j — (u v.)k; u-1, v-2 


10.50. 2-3 ty; rz1, y7-2 


Számoljuk ki az alábbi felületdarabok felszínét: 





10.51.] r— ucosv-iFusinu:j 4Fu-k 0£uSI 0£vám 
2 

10.52. az 5 O0Z2x3xeg1j1gyS22 
y 


10.3. Vonalintegrál 


Legyenv — (rt y):i t(rT—y):j. Számítsuk ki v vonalintegrálját 
a következő síkgörbéken! 


10.53.) T:t-i t e [0, 1] 


10.54. 





e t-i1-4(t41)-j, — hatel[-1,0] 
. It-i-4(—t41)-j, hate (0,1] 


10. VONALINTEGRÁL ÉS PRIMITÍV FÜGGVÉNY 189 ÚJ 





T:cost-i sint-j te [0, 7] 


(17 cost)-i-bsint-j, hate [0,7] 
10.56. TD s t— tt 
ZERSUNS TÓ ha t c (r, 2r] 
T 


Legyen v — (xr? — 2ry) : i 4 (y? — 27y) : j. Számítsuk ki v vonal- 
integrálját a következő görbéken! 


10.57.) T:t.i482.j t e [-/1,1] 


10.58.) T:t-i-j t e [-1,1] 


Legyen a T1 görbe az A(0, 0) és B(1, 1) pontokat összekötő egyenes 
szakasz, T2 pedig az A(0, 0) és B(1,1) pontokat összekötő parabo- 
laív, mégpedig az y — x? függvény grafikonja 0 és 1 között. Számít- 
suk ki ezeken a görbéken a következő leképezések vonalintegrálját! 


10.59.] v—(r—y)-i4(rry)-j 


10.60. v—-xr-idy:j 





v—-y-:i4a-j 


10.62.) v — (22 4 y2) -i 4 (2 — 2) - j 


Legyen a I görbe az A(0, 0), B(1, 0) és a C(0, 1) pontokat összekötő 
töröttvonal. Számítsuk ki ezen a görbén a következő leképezések 
vonalintegrálját! 


10.63.] v ——22-ity-j 10.64.] v—i 422 -j 
10.65.) v—y2.i—j 10.66.] v—gy-i4(r1y)-j 
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10.67.) Legyen a IT görbe az A(—2,0) és a B(1,0) pontokat összekötő egyenes 
szakasz. Számítsuk ki ezen a görbén az 


29? — 32 Í 4 Í 
H— "1 
22 7- y? 22 3y 





5 


leképezés vonalintegrálját! 


Legyenv — (4 y):id(ytz2):j F(z4 12) :k. Számítsuk ki v 
vonalintegrálját a következő görbéken! 


10.68.) T:t-iF2t-j 43t-k t e [0,1] 





10.69.) T:t-iHR.j te [1,2] 


10.70.) D:cost-i-sint-j --t-k te [0,7] 





JEE 





10.71.] T:cost-i4-sint:j 4t:k te [m,27] 


Legyen a I görbe az A(0, 0, 0) és B(1, 1, 1) pontokat összekötő egye- 
nes szakasz. Számítsuk ki ezen a görbén a következő leképezések 
vonalintegrálját! 





10.72.) v —rz:-idyr-jtagy:k 





10.74.] v—gy-id-yz:-j Fxz-k 


10.75.] v—y?-i422-j tx?-k 











10.76.) Legyen a TD görbe az A(—2,0, 1) és a B(1, 0, 3) pontokat összekötő egye- 
nes szakasz. Számítsuk ki ezen a görbén a 


7 § 1 8 2 
P— d "1 -- § hi ú 
32 3y th 2? zipi2z! 21ipi2z 





leképezés vonalintegrálját! 
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Határozzuk meg az alábbi vonalintegrálokat: 


[2 — 2) d 4 (4? — Zay) dy r:y—-a2? (-1Sz51) 
c 
x2 y? 
10.78. fed (z— way 1 : atg"l 
c 
x- acost 
fydatzdyázdz c:( asni OLZtL2T 
c 


z — bt 


Van-e a következő síkbeli vektormezőknek primitív függvénye? Ha 
igen, határozzuk meg őket! 





10.80. 
10.81. 
10.82. 
10.83. 
10.84. 
10.85. 
10.86. 
10.87. 
10.88. 


10.89. 


10.90. 





10.91. 











v —-e7.-i4eV.j 
v —-e7"-iFe-j 
v —e7cosy:i—efsiny-j 


v —(x23y)-it (27 ctgy) -j 


4 
Il 


siny:itsinx-j 


v —cosgy:idsingy-:j 


v —ysingy:i 4 gcsingy-j 
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10.92. 


ez 


10.93. 


ő 


10.94. 


EE 


10.95. 


SS 


10.96. 


 ——— 








10.97. 


























va sad 8 :j 
x2 a y2 32 ry2 
x § y 
v — Hi ! 
127 y2 127 y2 J 
y  . a. 
gagyi" 12 py2 9 
GYENENEEE " VNNNES B, 
v may" 27y 7 
MENNI y Feyé - GS ! je .j 
2 ! 2 
(z2 4 y?) (x2 2 2) 
y j LD § 
v — 3:17 3 :J 
(x2 2 2) (12 4 42) 


Számítsuk ki a 10.80. és 10.97. közötti feladatokban szereplő leké- 
pezések vonalintegrálját 


az origó körüli egységsugarú körön pozitív irányban haladva; 


azon a négyzeten, amelynek csúcspontjai A(—1, —1), B(1, —1), C(1, 1) 
és D(—1,1), pozitív irányban haladva végig a négyzet teljes kerületén. 


Konzervatívak-e következő erőterek az egész síkon? Ha igen, ad- 
junk meg egy potenciálfüggvényt! 


10.100. 





10.101. 
10.102. 
10.103. 


10.104. 





10.105. 








10.106. 


E —9,81-j 
E-—(yta)-:itar-j 

E —(y-tsgnx)-id-z-j 

E —(z4y):-it(z1 [y])-j 
E-—-—r-id2y-j 


E — (32 —2xy) -i 1 (y2— 22y) -j 


Száj 
3? 4 y2 22 3y 





z:j 
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(x2 -4 42) (12 -k 42) 








Van-e a következő térbeli vektormezőknek primitív függvénye? Ha 
igen, határozzuk meg őket! 


10.108. v —yz-id4az-:jtary:k 








10.109.] v—gy-id4yz:j Fxrz:k 





10.110.] v —(r-4y)-i-3-(2—y)-j 4-az-k 











E d de áj dás Dög d d. d 40 
MAT] gaz Egg ge E; 
MÉ 9 hy rt z 32 3hy iz 32 ky z? 
10.112.) v — 2gyizt . i 4 322y2zt - j H Agy? -k 








10.113.) v — 3xy3zt ih 3xz2yőzt - j h xyz? -k 





10.114.) v —siny-i £rcosy-j 122-k 


10.115.] v —efzsiny-i Fefzcosy-:j 4 efsiny:k 








10.116.] A 10.108. és 10.115. közötti feladatokban szereplő leképezések közül 
melyeknek lesz biztosan 0 a vonalintegrálja bármely (3, 4, 5) középpon- 
tú, 1 sugarú körvonalon? 





10.117.] Határozzuk meg az alábbi vonalintegrált, és ellenőrizzük, hogy a ke- 
resztbe vett deriváltak megegyeznek: 


ydx— xdy 
tt T: 323 y? — R2. 








Határozzuk meg a z(x2, y) primitív függvényt: 


10.118.] dz— (x? 4 2xy — y2?) da -- (a? — 2xy — y2?) dy 
ESETE 


10.119.] dz— — —— — 
27 372 2Ty 4 3y? 
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(3? 3 27y 1 5y?) da - (3? — 27y 7 4?) dy 


10.120.) dz — 
(27 y)? 





Határozzuk meg az u(12, y, 2) primitív függvényt: 
10.121.] du — (x? — 2y2) dx -- (y? — 272) dy - (2? — 27y) dz 
1 
10.122.) du—(1—- 38) dr (252) dy— B dz 
y 2 gy? 22 


(4 y)dr-4(z- y)dy--zdz 
124 y 4221 22y 





du — 








Az origóban elhelyezett M tömegpont az (2, y, 2) pontban levő m 


tömegpontra 
Mm 


CC ————W—VWI$ r————— 
x2 -k y? -k 22 
gravitációs vonzóerővel hat, ahol c egy állandó. Az erő iránya meg- 
egyezik az (r,y,2) pontból az origóba mutató vektor irányával. 
Számítsuk ki a gravitációs erő munkáját, ha az m tömegű test a 
következő görbéken mozog: 


10.124.] TD :cost-i-tsint-j te (0,27] 


10.125.] D:cost-i--sint-j te (0,7] 





10.126.] T:t-i-2t-j-43t-k te(0,1] 











10.127.] TD : az a négyzet, amelynek csúcspontjai A(—1,—1,0), B(1, —1, 0), 
C(1,1,0), D(—1,1,0) pozitív irányban végighaladva a négyzet teljes 
kerületén. 


10.128.] Határozzuk meg az előző feladatokban szereplő gravitációs erő poten- 
ciálfüggvényét! 


Az origóban elhelyezett O pontszerű töltés az (x, y, 2) pontban levő, 


g pontszerű töltésre 
Mm 


C ff —  — — ——— 
xr2 -k y? -k 22 
taszító erővel hat, ahol c egy állandó, és az erő iránya ellentétes az 
(z, y, 2) pontból az origóba mutató vektor irányával. 
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Mekkora munkát végez ez az elektrosztatikus erő, amikor a g töltést az 
(1,2,3) pontból az (5,6, 7) pontba viszi? Függ-e a végzett munka az 
útvonaltól? 


Mekkora munkát végez ez az elektrosztatikus erő, amikor a g töltést az 
(1,2,3) pontból a végtelen távoli pontba viszi? Függ-e a végzett munka 
az útvonaltól? 


mo 


Határozzuk meg az előző feladatokban szereplő elektrosztatikus erő po- 
tenciálfüggvényét! 


Az asztal lapján csúszó m tömegű testre az asztal lapja c - m súrlódá- 
si erővel hat, ahol c egy állandó. Az erő iránya mindig ellentétes az 
elmozdulás irányával. Mekkora munkát végez a súrlódási erő, amikor 
a testet a (0,0) pontból egy egyenes szakasz mentén a (3,4) pontba 
csúsztatjuk? Mekkora munkát végez a súrlódási erő, amikor a testet 
a (0,0) pontból először egy egyenes szakasz mentén a (3,0), majd egy 
csatlakozó egyenes szakasz mentén a (3, 4) pontba csúsztatjuk? Függ-e 
végzett munka az útvonaltól? 


Van-e az előző feladatban szereplő súrlódási erőnek potenciálfüggvénye? 


11. fejezet 
Komplex függvények 


11.1. Cauchy-Riemann differenciálegyenletek. Ha az f(z) — f(zr 4 
iy) — ulm,y) Fi : v(m,y) deriválható a zg — To 4 iva pontban, akkor 


u (70, yo) — v (To, yo), u (70, 4o) — —v (To, yo). 


Megfordítva, ha teljesülnek a fenti egyenletek az (To, yo) pontban és ebben 
a pontban u és v totálisan deriválható (mint kétváltozós valós függvények), 
akkor az f(z) komplex függvény (komplex értelemben) deriválható z29-ban. 


11.2. Cauchy-féle integráltétel. Ha f analitikus a I egyszerű zárt görbe 
belsejében, £2-ban, a I! pontjaiban folytonos, akkor 


fr sD 
T 


11.3. Cauchy-féle integrálformulák. Ha f analitikus a-ban, I pozitív 
irányítású zárt körvonal a körül az f regularitási tartományában, akkor 


pg ami f c Ea dz. 
Hi 


11.4. Holomorf függvények. 





— Maximum elv. Egyszeresen összefüggő tartományon holomorf függ- 
vény abszolút-értékének nincs (lokális) maximuma a tartomány pont- 
jaiban. 


— Liouville tétele. Az egész komplex síkon holomorf korlátos függvény 
konstans. 


— Rouché tétele. Legyen [/ egyszerű zárt görbe a komplex síkon, belseje 
8, f és g két folytonos komplex függvény 2 — 2 UI-n, f és g holomorf 
£2-n, valamint tegyük fel, hogy minden z € I esetén 


I9(2)I 5 [72 — 9(2] 
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Ekkor a két függvénynek, multiplicitással számolva, ugyanannyi gyöke 
van §2-ban. 


11.5. Meromorf függvények. 


— Ha f(2) Laurent-sorba fejthető a körül, 


akkor j 
Res(f,a) — ai — sz f fo) dzs, 
2Ti 
T 
ahol I egy pozitív irányítású körvonal a körül, amelynek sugara kisebb 
a Laurent-sor konvergenciasugaránál. 
— Residuum tétel. Ha D c C egyszeresen összefüggő tartomány, f me- 
romorf D-ben, I pedig D-beli egyszerű zárt görbe pozitív irányítással, 
amely nem megy át póluson, akkor 


fra z 2ri X  (Res(f, a) :ac€ ül 
T 


ahol £2 a I görbe belseje. 


11.1. ) Bizonyítsuk be, hogy a z komplex szám konjugáltjának reciproka meg- 
egyezik 2 reciprokának konjugáltjával! 


11.2. ) Tegyük fel, hogy Iz] c 1 és lal c 1. Bizonyítsuk be, hogy ekkor 
2z—-a 





1— za 








Ellenőrizzük, hogy teljesülnek-e a Cauchy-Riemann differenciál- 
egyenletek a következő komplex függvények esetében! 


já 1(2-zm neNt 
2-2, 270 19-- 
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Teljesülnek-e a Cauchy-Riemann differenciálegyenletek az f(2) — vIzyI 
függvényre, ahol z a z komplex szám valós, y pedig a képzetes része? 
Differenciálható-e az előző függvény z — 0-ban? 


Bizonyítsuk be, hogy az f(2) — 212 4 3y? 4 1y 4 27 4 il4ry -- 5y) 
függvény a sík egyetlen tartományán sem differenciálható! 


Keressük meg azokat a pontokat, ahol f differenciálható! 
f(t4iy)— gyi iy 


f(x 1 iy) — (29? — y) Fi (2? 4 y?) 


Határozzuk meg a differenciálható f(x -- iy) — u(r,y) -t iv(z,y) 
függvényt a következő feltételek mellett! 


u(zy)— 23? —y try, f(0)—0 


x2 


11.12. EE 
v(xz,y) x2 3 y27 


f(2)—0 


Határozzuk meg a következő hatványsorok konvergenciasugarát! 


y-(z— ij? 














ES 
11.17. 9 ET D n(nDzT 


Adjuk meg a következő hatványsorok konvergenciasugarát és 
összegfüggvényét! 


11.19. b EE 
n 
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n7-1 n7-0 
fla nen Ez) VE p Út 
b szü 


Bizonyítsuk be a megfelelő hatványsorok felhasználásával az Euler- 
féle összefüggéseket: 


11.25.) ez —cosz 4 isinz 11.26.] e"iZ —cosz—isinz 


11.27. ] cosz— — (ez 4 eri) 11.28.] sinz — s (eiz — e-i2) 


lk 


Bizonyítsuk be az Euler-féle összefüggések segítségével, hogy az e? ex- 
ponenciális függvény 2ri szerint periodikus! 


11.30. ) Bizonyítsuk be, hogy a sin z és cos z függvényeknek pontosan ugyanazok 
a zérushelyei, mint a valós sinz és cos z függvényeknek! 


Legyen I! a Iz] — 1 körvonal, és integráljuk a zárt körvonalon pozitív 
irányban a következő függvényeket! 


[11.31.]) f(x iv) — [11.32.] f(x iv) —y 
[8083] f(2tiy —r—iy (11.34. ) f(z3iy —Tiiy 


Legyen I a Iz] — R körvonal, és integráljuk a zárt körvonalon 
pozitív irányban a következő függvényeket! 


6E3 0 -; EES 0-: 


Integráljuk az f(z) — Iz] függvényt a következő, zs — —1-ből ki- 
induló, z2 — i-be érkező görbéken! Függ-e az integrál értéke az 
útvonaltól? 
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11.37.] T— (e-t :t e [r,37/2]) 


11.38.] D—(t:te [—1,0JyU(íit : t e [0, 1]? 








11.39. ] Számítsuk ki a je — y?) da — 2xydy vonalintegrált az 1 -- i pontból 


kiinduló és a 3 -- 2i pontba érkező szakaszon (valós) primitív függvény 
segítségével! 


11.40. ] Számítsuk ki a [e — y") dz — 2xydy vonalintegrált az 1-6 i pontból 


kiinduló és a 3-4 2-7 pontba érkező szakaszon a Cauchy-féle integráltétel 
segítségével! 


Legyen I : z(t) — 1--it,t € [0, 1]. Integráljuk a T görbén a Cauchy- 
féle integráltétel segítségével a következő függvényeket! 


1 
11.41. — 322 11.42. a 
141.) (2) — 32 11.42.) 1) — 
11.43.] f(2— e 11.44.) f(2)— ze 





Határozzuk meg az hi dz integrált a következő zárt görbé- 


Tr 


2231 


ken! 


[11.45.]) T: [21— 1/2 [11.46.] T: [2-3 
[11.47.) T: I2z—i— 1 [11.48.] T: Iz-4il— 1 


Írjuk fel a következő függvények adott a pont körüli hatványsorát! 


1 1 
(11.49. ) 583 11.50.] — — ——, a—5 
4-2 " (2z—2)(2—3) 
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1—2zd4 227 


1 


a—-—0 


11.52. ( 


987 6 
2—4)(z-425) 


a — 10 





Számítsuk ki az f(z) függvény zo — 0 pontbeli reziduumát! 


fe) - 


12) 


Számítsuk ki az f(z) — 


Z 


22 


zo — —1 


Határozzuk meg az 


11.61. 


11.63. 


11.65. 





f(2) — 


f(2) 


f(2) 











Izls4 


fs 
(64 1y 


2 


29-i 


COSZ 





sinz 


1 
Számítsuk ki az f(z) — —7——-s függvény zo pontbeli reziduumát! 
23 —z 


függvény zo pontbeli reziduumát! 


f(2) dz körintegrált, ahol 





11.64. 





11.66. 


11.62. 





E 
22 
esinz 
(2z—1)(z — 2) 
esin g 
22—-1 


Legyen I : z(t) —t 4 it,t € [0,1]. Integráljuk a TI görbén a követ- 


kező függvényeket! 
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f2-2 fe 





Legyen I az Iz — 2i] — 1 körvonal, és pozitív körüljárási irányban 
integráljuk a ! görbén a következő függvényeket! 


1 

11.69. — 22 11.70. E 

[11.69.] 12 - : [70] 19 - 
1 1 
11.71. 224 é 11.72. - ai 
[71] 19-24 [1172] 19-21 


Hány gyöke van a következő egyenleteknek az Iz] € 1 körben? 
(Segítség: alkalmazzuk Rouché tételét.) 


25 -62410—0 24—5241-—0 


11.75.] Számítsuk ki az ] TT dx integrált a komplex számsíkon görbe 
Te 


menti integrálással! 


az 


b 
11.76.) Hova képezi az f(z) — 7 függvény az origó középpontú, egységsu- 


cz-td 
garú kört? 





11.77.) Adjunk meg olyan komplex függvényt, amelyik a felső félsíkot az origó 
középpontú, egységsugarú körbe viszi! 


Milyen görbéket vagy tartományokat határoznak meg a következő 
feltételek? 


11.78.) ]2—2] c [2 11.79.) ]22—1]c1 
1 
11.80. - 11.81. — 


A w — f(2) függvény a z — x Tt iy síkot a w — u -- iv síkba képezi 
le. Határozzuk meg az adott T tartományok képét! 
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11.82.] w—2?, T—-(3riy:r20y230l 


11.83.) w— ez, T-(ztiy:0cyc5) 





Megoldások 


Alapfogalmak, valós számok 


1.1 Elemi feladatok 
A megoldáshalmaz a (2,8) nyílt intervallum. 


2 B 8 


Ugyanaz, mint az előző feladatban. 


A megoldáshalmaz a (4, 6) nyílt intervallum. 
I 


I 4 5 6 


Az eredeti egyenlőtlenség: 











1 53 —1 
90467 


Szorozzuk át az egyenlőtlenséget 5x -- 6-tal. Két esetet kell megkülön- 
böztetnünk: 


I. eset: 51-46 5 0, azaz z 5 —6/5. Ekkor az új egyenlőtlenség: 
12 —(5131 6), 512-7, 272 —T/5 


A vizsgált esetben ez csak akkor lehetséges, ha x 5 —6/5. 


II. eset: 57-46 ca 0, azaz zt c —6/5. Ekkor az új egyenlőtlenség 
megfordul: 

12£ —(5r-46), 51€-7T, ax c —T/5 
A vizsgált esetben ez csak akkor lehetséges, ha x a —7/5. 


Tehát az összes megoldás egy zárt és egy nyílt félegyenes uniója: 





x E (—o0,—7/5]U (—6/5, 00) 


Az eredeti egyenlőtlenség: 


1072 3-17743€0 
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A baloldalon szereplő másodfokú polinom főegyütthatója pozitív, ezért 
a parabola pontjai a két gyök által kapott intervallumban vannak az x 
tengely alatt. Számoljuk ki a két gyököt: 
1072 4177-43—0 
3 1 
T17— 79 T2— "B 


Tehát a megoldások halmaza: 


x e [—3/2,—1/5] 


Az eredeti egyenlőtlenség: 
8? — 307252 0 
Számoljuk ki a másodfokú egyenlet gyökeit: 
81? — 307 325 —0 
30 £ V900 — 800 5 5 


11— 75), 12—7 


16 j 2 4 








T1,2 — 


Mivel a főegyüttható pozitív, ezért a másodfokú polinom a, két gyök 
által meghatározott intervallumon kívül pozitív, tehát a megoldások 


x E (—o0,5/4] U [5/2, 00) 


Az eredeti egyenlőtlenség: 
93? — 247172 0 
Számoljuk ki a másodfokú egyenlet gyökeit: 
92? — 247--17—0 
Ennek az egyenletnek a diszkriminánsa negatív (—36), ezért a másodfo- 
kú polinom sehol sem nulla. Mivel a főegyüttható pozitív, ezért minden 


x e R esetén 
97? — 247175 0 


Tehát az egyenlőtlenségnek minden z € R megoldása. 
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Milyen re R esetén lesz [Iz 3-1] Iz — 2] c 12 ? 


Három esetet különböztethetünk meg aszerint, hogy (x - 1) és (xz — 2) 


milyen előjelű. 


I. eset: zt c —1, azaz mindkét tag negatív. 


—(T41)—(1—2)c12, —2:cI1I, ÜZ 


Ebben az esetben a megoldások: 


x € [-11/2; —1) 


II. eset: —1 Cx x a 2, azaz az első tag nem negatív, a második negatív. 


(141 —(1—2)c12, 3€12, 2 tetszőleges 


Ebben az esetben a megoldások: 

x e [-1;2) 
III. eset: zt 2 2, azaz egyik tag sem negatív. 

(z731)-3-(2—2)€12, 27€13, rc z 

Ebben az esetben a megoldások: 

a e [2513/2] 
Összesítve a három esetet 

x e [—11/2;13/2] 

az összes megoldás. 


51 
2531 
I. eset: zt € —1, azaz a számláló és a nevező is negatív. 





1 
Milyen z € R esetén lesz 5] ? 








ES s arj aáki, Bel 
2 E172 MT FEE 
Ebben az esetben nincs megoldás. 


II. eset: zt 5 —1/2, azaz a számláló és a nevező is pozitív. 


:t1 1 


—— — 5 —-, 2 1 2 1, 251 
szi 3 (21-41) 52771, 2-5 
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Ebben az esetben a megoldások: 


x E (—1/2; 00) 


III. eset: —1 c xz c —1/2, azaz a számláló pozitív a nevező pedig 
negatív. A negatív nevezővel átszorozva megfordul az egyenlőtlenség: 








3 
2(2-41) c21-41, 4x 5-3, 35—7 





rTt1 2-1 szk 
27t1] 214172 


Ebben az esetben a megoldások: 


x E€ (—3/4; —1/2) 


Ha a nevező pozitív, akkor a számláló is az, ezért több eset nincs. Igy 
az összes megoldás: 





x E (—3/4;—1/2) U (—1/2; 00) 


1.18. 
v:-23-t]Ir—2]1—0 
Két nem negatív szám összege csak úgy lehet nulla, ha mindkettő nulla. 


Tehát 
rt13—0ésrT—2—0 


Ez a két egyenlet semmilyen z-re sem teljesül egyszerre, ezért az egyen- 
letnek nincs megoldása. 


1.2 Logikai alapfogalmak 


(a) Van olyan egér, amelyik nem szereti a sajtot. 


a 
(b) Valaki másnak vermet ásott és nem esett bele. 
(c) Van olyan asszony, aki csak olyat akar tenni, amit szabad. 


(d) Minden a-hoz van olyan b, hogy az a7-x — b legalább két különböző 
x-re teljesül. 


(e 


(f) Zörög a haraszt és nem fúj a szél. 


mi 


3 nagyobb, mint 2, és 5 nem osztója 10-nek. 


(g) A nagynénémnek kerekei vannak, mégsem ő a miskolci gyorsvonat. 
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1.22. 


1.25. 


ZT c 


1.32. 





1.34. 








1.36. 


Igen: 

(b)(c) — Minden állat vagy emlős, vagy van kopoltyúja. 
(b)--(a) — Ha egy állat emlős, akkor van kopoltyúja. 
Tehát egy állatnak akár emlős akár nem, van kopoltyúja. 





Csak a (b) állítás hamis, a többi igaz. 


Ehhez a , Minden mohikán hazudik" mondathoz nem lehet igazságérté- 
ket rendelni, ha csak egy mohikán van. 


Ha a mondat igaz lenne, akkor az utolsó mohikán is hazudott, tehát 
nem igaz a mondat. 


Ha a mondat hamis lenne, akkor van igazmondó mohikán. De ha csak 
egy mohikán van, akkor ő az igazmondó. Ezért igaz amit mondott, 
tehát igaz a mondat. 


Jelölje z az első, y pedig a harmadik számjegyet. A feltevés miatt 
xy —- 5. Most már az összes számjegy felírható xz és y segítségével: 


1, 6, y; z,6, y; LT, 6, y; LD, 6, y; L 
A 12. jegy y — 4, és ezért z— 1. Tehát a kód: 
1641641641641 


Azaz a 13-adik jegy 1. 


Csak a (c) állítás következik, sőt a két állítás ekvivalens: 


(A B) . BG -4A) 





A G: B (mert 5 pozitív), de B —5 A ha például z — —6. 


B —; A, mert az A állítás mindig igaz (ha értelmes a gyökös kifejezés). 
Fordítva nem igaz a következtetés, például ha x — 3. 


Egyikből sem következik a másik (mert r? — z — 6 gyökei —2 és 3). 
Például ha z — —3 akkor A igaz de B nem, ha pedig r — 3 akkor A 
hamis és B igaz. 


Mindkét állítás hamis, ezért mindegyikből következik a másik (és bár- 
mely egyéb állítás). 
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1.40. 


1.43. 


1.45. 








1.47. 





1.49. 











1.51. 


A — B, mert a két egyenlőtlenséget összeadva, felhasználva a három- 
szög egyenlőtlenséget: 


0,2—0,1-0,15]r—5]1-4-ly—51—]z—5115— 9] 2 
2 1]z—5—yi151—]Íz—vI 





B —5 A, példálharzr—y—0 





k e Nt 2]k jelentése: van páros pozitív egész szám, ez igaz. 


Tagadása: vk c Nt 21 k, azaz minden pozitív egész páratlan. Ez nem 
igaz, például k — 2-re. 





VneNt ik E Nt n]k jelentése: minden n pozitív egésznek van több- 
szöröse. Ez igaz, minden n e Nt esetén legyen k — 2-n 





Tagadása: An e Nt Vk €E NT nf k, azaz van olyan n e Nt, amelyik 
egyetlen pozitív egésznek sem osztója. Ez nem igaz (mert az eredeti 
állítás igaz). 


Nem hazudott. Akkor hazudott volna, hogyha a hó miatt nem járt a 
busz, Pistike mégis elment az iskolába. 


295 részhalmaz esetén igaz, 279 — 298 — 3 . 299 esetén pedig nem. 


1 benne van: 299 részhalmaz. 


299 


2 nincs benne: részhalmaz. 


298 


1 benne van és 2 nincs benne: részhalmaz. 


1 benne van a részhalmazban vagy a 2 nincs benne: 279 4 299 - 298 


3. 298 


A komplementer esemény: 
benne van. 


298 részhalmaz esetén 1 nincs benne és 2 


Az üres halmaz ilyen. Ha H £ 0, legyen k — min H. De akkor H — 
(i:k Cign). Tehát n-- 1 ilyen halmaz van. 


Jelölje An az ilyen halmazok halmazát, an az An számosságát. Nyilván 
az — 2 és az — 3. Ha most n 5 2, akkor legyen 
B.—-€(AEAn:ng£AtésCh—(4EA:neAAn—-1g4) 
Könnyen látható, hogy 
AEBn) S AE An és AECh S AN An 2 E€ An 2. 
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1.57. 





1.59. 
1.61. 


1.63. 








1.65. 








Tehát an — an-1 4 an—2. Ez az un. Fibonacci-sorozat, pontosabban 
dn — Un7-2- 


Jelölje most B, a feltételnek megfelelő halmazok halmazát, B E B 
esetén két lehetőség van: 


(1) Minden xz € B esetén 131 £ B. Ilyen halmaz az előző feladat 
szerint an — un42 darab van. 


(2) Van olyan z € B, amelyre z 41 € B. Ebben az esetben legyen 
k(B) —min(l(ze B:r41e€ B). 











Ha most 
bk — (B e B: k(B) —k)], 
akkor nyilván bk — ax-2— ux, k— 1,2,...,n— 1. 
Tehát IBn] — (u173-u2-:: :4 un) HF un42. A Fibonacci számok összegére 


vonatkozó képlet a Fibonacci-sorozatról szóló feladatok közt megtalál- 
ható. 


Pn-O 


apPi1t 





(PG 9)-Pn-?0 


(b) — (a) (MD —- (9). 


Más következtetés nem igaz. 


1.3 Bizonyítási módszerek 


1.66. 


Indirekt módon tegyük fel, hogy van olyan p, g e NT, amelyekre V3 — 


128 Feltehetjük azt is, hogy p és g relatív prím. Átalakítás után: 
d 


3——, 38 —p. 
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172. 


1.74. 


1.76. 


Eszerint p? osztható 3-mal, de mivel 3 prímszám, ezért p is osztható 
3-mal: p? — 9r2. Így tehát 


397 z 9r?, 9 — 3r2. 


Megismételve az előző gondolatmenetet p helyett g-ra, azt kapjuk, hogy 
g is osztható 3-mal. ami ellentmond annak, hogy p és ag relatív prím. 


Indirekt módon tegyük fel, hogy 


2-1 

l 43 
— —— 35 
r 1 ze 





racionális. De akkor 


V271 


(r — 5) : 4 — 5) 


438 





is racionális. Tovább folytatva az okoskodást, azt kapjuk, hogy V2 raci- 
onális. Ez ellentmondás. Azt, hogy v2 irracionális, ugyanúgy láthatjuk 
be, ahogy V3 esetén. 


set 


Nem lehet: ha z -- y racionális lenne, akkor (zt y) — x — yis az 
lenne. 


(a 


(b) Nem lehet: ha z — y racionális lenne, akkor xr — (xr — y) — y is az 
lenne. 


(c) Lehet, de csak ha x — 0. 

(d) Lehet, de csak ha x — 0. 

(a) Igaz. 

(b) Nem igaz: például a — v2, b——v2 
(c) Nem igaz, a -- b irracionális. 

(d) Igaz. 


Annak tagadása, hogy 1 a legnagyobb szám az, hogy 1-nél van nagyobb 
szám, nem pedig az, hogy egy másik szám a legnagyobb szám. A valós 
(vagy a természetes) számok között nincs legnagyobb! 


Teljes indukcióval: 
n-1:16]16 
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1.78. 


nég 


1.81. 


n 7 1-re: Mivel ha kla — b és k]b, akkor kla, ezért elég belátni, 
hogy 





16I(5"t2—4(n--1)—5)—(5"4—4n—5) azaz, hogy 16]4-(57t!—1). 
Ez teljesül, ha 4]5"H! — 1. Ezt teljes indukcióval könnyű bizonyítani. 


Indirekt, tegyük fel, hogy tg 17 racionális. Ekkor teljes indukcióval be- 
bizonyítjuk, hogy minden n e Nt, n ca 90 esetén tgn" racionális. Ez 
következik a szögek összegére vonatkozó képletből: 
tgn" --tg19" 
tg(n 41)" — gn 8 
1— tgn" - tg 19 

Ennek a racionális kifejezésnek minden eleme racionális, így az ered- 
mény is az. Mivel tg 307 irracionális, ellentmondásra jutottunk. 





A számtani és mértani közepekre vonatkozó egyenlőtlenség szerint 
f n TED ess 1 
Vn—- 41.-2--.nc E 
n 
Mindkét oldalt az n-edik hatványra emelve a kívánt egyenlőtlenséget 
kapjuk. 








Igaz az állítás. 
Indirekt módon tegyük fel, hogy minden an 2 107" és így aZ 2 d — 
10712 5 0. Ezért dnx1 £ an — d és általában anyx C an—k:d. Tehát a 


1 
k — 102 — J választással a1.4k A 0,9—1 c 0 € 107". Ez ellentmondás. 


(a) Jelölje a keresett összeget sn, azaz 














szá 1 ] 1 1 1 1 
META NB  "n-Dn 
Kiszámoljuk s, értékét n — 2, 3, 4 esetében. 
1 2 3 
52 27 s3 37 54 4 VSE 


A sejtés az összegképletre: 


zef 1 
SzEsei 





Sn — z 
n n 


Bizonyítás teljes indukcióval: n — 2-re igaz. Tegyük fel, hogy n-re 
igaz az állítás. 
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1.82. 


1.83. 


.n-1L/ 1 . (n—1)(n-4-1)A1 n 


n n-(n41) n:(n31) ."n41 





Egy másik bizonyítást láthatunk az 1.87. feladat megoldásánál. 
(b) Most legyen s —1-3- . . . - (2n — 1) a páratlan számok összege. 








s1—-1, 52—4, sz—9, s4— 16, --- 
A sejtés: sn — n2. 
Teljes indukcióval: n — 1-re igaz. Tegyük fel, hogy n-re igaz az 
állítás. 
S5nt1—143-4...1(2n—1) 1 (2n1 1) — 
— sn 4 (2n11)—n?42ni1—(ni 1)? 





A jobb oldalon elvégezve az (a — b)-vel való szorzást, két tagot kivéve 
minden tag kiesik. 


Első bizonyítás: Teljes indukcióval. n — 1-re az állítás igaz. Ha n-re 
igaz, akkor 
n(n 7-1) 


Mesés d neke SE 


(n 3 1)(n 7-2) 
2 





Második bizonyítás: Írjuk egymás alá kétszer az összeget, de másod- 
szor fordított sorrendben: 


1-4 2 0 -4---kn 





Az így kialakult oszlopokban a számok összege n -- 1 és mivel n darab 
oszlop van, a keresett összeg kétszerese éppen n(n -- 1). 


Teljes indukcióval. n — 1-re az állítás igaz. Ha n-re igaz az állítás, 
akkor 


n(n 3 1)(2n3 1) , a gök zs 
c Hín1? 
(n41)(n 3 2)(2(n3-1) 41) 
6 





(123224... 3 n3) 4 (n 41)? — 
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1.85. ) Teljes indukcióval. n — 1-re az állítás igaz. Ha n-re igaz az állítás, 


akkor 
(17-22) (me (E) 4 (n-4 1)? — 
— ((n-1(nr2V 
út 


1.86. ] Legyen s, az egyenlőség baloldalán, tn pedig a jobboldalán szereplő 








összeg. 
1 1 1 
ú 9.3 2n 
ss 1 A 1 ] ] 1 
1" nki n4r2 on 


Teljes indukcióval. n — 1-re az állítás igaz, azaz si — t1. Ha n-re igaz 
az állítás, akkor 











1 1 1 1 1 
—í1 2 mevédézig 1 - 

2 3 2n 2n11 2n€12 
1 4 1 4 44 3 f 1 
—" Ank1 ni12 2n 2nt1 2n42/7 


et ZÉTES KZG SERRNETRETR 5 VEN Sb BREE 19 
"n41 hn42 —2n) M2ni41 2(n41) n61/ 


























— 1 1 1 1 -k 1 st 
—n42 n63. 2(n1) "1 
1.87 Felh álva, h £ gb j teleszkopikus összeget 
87. asználva, hogy (KEZDEK KEI k un. teleszkopikus összege 
kapunk: 
1 1 uz 1 e 
1-2 2.3 (n—1)-n 
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1.88. 


N92 


1.93. 


Itt két teleszkopikus összegre lehet bontani az eredeti összeget, mivel 








1 .1/1 2 LV 
k(kt1)(k32) 2ík ká4l k42/ 


. 1/1 1 1 1 1 
. 2t(k ki1l 20k4t1 k4i2// 


5 1 ye 1 3 1 TAT .. 
5 k(k31(k42) 2A1k k-Il 2AAkRA1 ki2/ 


1 








Tehát: 





.1/1 1 1 
"212 ná41i ní42/7 


A 1.83. és 1.84. feladatokban szereplő képletek felhasználásával: 








2 2 n(n-3-1)(2n-- 1 n(n 7-1 
EGEK -Yk 92 X d . ) áz 
n(n3-1)(n-- 2) 
3 


A 1.83. , 1.84. és 1.85. feladatokban szereplő képletek felhasználásával: 


n 


57 k( (k-H1)(k 4 2) — VBA SYR A 2YOR— 





k—1 
mines lasd gatálj a nin 
k EG JÓ 43. 6 H2.—— 
n(n41)(n?3-5n16)  n(n-41)(n42)(n-- 3) 








4 Ni 4 


Teljes indukcióval: n — 0 esetén igaz. Tegyük fel, hogy n-re igaz az 
állítás és, hogy egy k pozitív egész szám osztója un41-nek és un4.2-nek 
is. De akkor k osztója un42 — un4xr1 — Un-nek is. Mivel az indukciós 
feltevés szerint un és un4i relatív prímek, ezért k — 1, tehát un4i és 
Un32 is relatív prím számok. 


Teljes indukcióval: 
Az n- 1 és az n — 2 eset könnyen ellenőrizhető. 
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NEO 
NE995 


1.101. 





Tegyük fel, hogy n 5 2 és n — 1-re illetve n — 2-re igaz az állítás. 
a ís 1,6771 eg 1,677? Hi 1.67? (1 v új; 1) 5; 

8 — Un—-1 Un—-2 3 3 kaszi 53 , 
1, 677 1,6" 
AE Ő sz a 

; 3 

Másrészt 

ús — ün-1 b ün- 19" A1T "1771 T7TI1) 2 
i 77 ÚT 





Teljes indukcióval: Az n — 1 eset mindegyik feladatnál könnyen ellen- 
őrizhető. Tegyük fel, hogy n-re igaz a megfelelő állítás, be kell látnunk, 
hogy akkor n -- 1-re is. 


(a) (11 TF U2 TF: Un) F Uni — Un42— 14 Unxi —- Un33—1 

(b) 41 — UnUn42 — Ui — Un(Uny1 tt Un) — Un31(Un4y1 — Un) — uj — 
Un41Un—1 — uz - —(—nrH 3 (—1)rt2 

(ut Fu3t tr Ful) Fulyi — Unüny1 t Uá41 — Unx1(Uun HF Uny1) — 
Un3-1Un-7-2 


(c 


kes 


Az alábbi formulák teljes indukcióval könnyen bizonyíthatók. 


(a) Sn — a: Uany1 4 B — U2ny1— 1. 














2 
Sn — Un 


(b) Sn — Aa " U2n32 T hő) — U2n3-2- 
U3n12—1 
(c) Sn — a: U3ny2 t B — ú e : 
) 


(d 


Az indoklás csak akkor helyes, ha n legalább 2. Ezért azn — 1 és az 
n — 2 eseteket nem , bizonyítottuk" be. 


Mindhárom közepet csökkentjük illetve növeljük, ha minden számot 
lecserélünk a legkisebbre, illetve a legnagyobbra. 


Az afbce egy négytényezős szorzat. Írjuk fel a megadott 3 tagú összeget 
4 tagú összegként és használjuk a számtani és mértani közepek közti 
egyenlőtlenséget 4 szám esetén: 

a 


FSrbrc 
2 2 


1 2 í/ő.3bre— (/gazbe 





Eszerint 
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Negyedik hatványra emelés és átrendezés után: 


gyi 
hec 4l — 
abc c 6) 


a 
A jobboldalon szereplő szám a, keresett maximum, hiszen 5. b-c— 
18 


9 
Té esetén egyenlőség van. 


1.103. ] Használjuk a harmonikus és a számtani közepek közötti egyenlőtlensé- 





get: 
abc 1 3 1 a3btic 18 
szi . rali . za — 2 
abtbetac 3 1 1 173 3 9 
c a b 


Itt egyenlőség pontosan akkor van haa—b—c—6 


944. 
2a-bre-3. SZ 5 36/0abe—- 32-18 — 3436 





Itt egyenlőség pontosan akkor van, ha 2a — b — c — 436. 


1.107.) Felhasználjuk a mértani és a négyzetes közepek közötti egyenlőtlensé- 
get: 


eve ca ( E za (era — s (ore 


Itt egyenlőség pontosan akkor van, ha a— b— c — 418. 


1.109. 
aA 
1 ká f 1 
at— 2: d 52.14a:— 2 
a, 2 a 


1.112.) Természetesen csak akkor értelmes a, feladat, ha v 5 u. A va átlagse- 
besség a megtett út osztva a megtételhez szükséges t idővel: 








25 
Va — — 


t 
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Számoljuk ki t-t. A folyásirányban a sebesség v--u, az s úthoz szükséges 
idő 
s 


FA a — 
: utu 





Az ellenkező úton a sebesség v — u, az s úthoz szükséges idő 


S 





t2 — 
v—u 


Mivel t — ti a ta 





Vag 5-5] TT 


vutktu v—Uu vuku v—u 














Tehát va éppen a harmonikus közepe a v3- u, v— u számoknak, és ezért 
u 5 0 esetén határozottan kisebb a két szám számtani közepénél, v-nél. 





jasei-nel a(1— aj) c (E) - 


1 
Itt egyenlőség van har—1— 17 — li 





4 Tt e 4 
fi ezt 52 I 52.4r-——4 
7 2 4 
ke HAB; 4 
A minimum ott van, ahol egyenlőség van, azaz x — — — 2. 
47 


Felhasználva a számtani és mértani közepek közötti egyenlőtlenséget: 


3 


3 27 


s. 
2 


S 
vi 
s.k 
eni 
l 
S 
ssel 
II 
[a 
I 
I 
. 
! 
3 
es] 
N 
HA 
1 
Il 





2 
Egyenlőség csak akkor van, ha 5 —-1— g, azaz T — 3 


Tehát a keresett maximum: 27 
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3 
Legyen g(r) — f(x) — 3 — 2(x2? 41) 4 SOIT A g(x) függvénynek 


ugyanott van a minimuma, mint f(x)-nek. Mivel a pozitív 2(x? -- 1) 





ÉS. 1 számoknak a szorzata állandó (— 6), ezért az összegük akkor 
4 
minimális, ha megegyeznek. 


3 


2(r? 31) — —— 
tet x231 


Innen 2? — V3/2 — 1 és így g(r) minimuma 


m-a (Vv87-1) -2(v8P) 26, 





3 6 
32 BR 
f(x) minimuma pedig 


mr—m,t3—24633 


1.121.) Az ábra jelöléseit használva, a téglalap területe: 


T-4F,aho0l F—x-yés x? ty —1. 


Ezért F — rV1— 22. Számoljuk ki F? 


maximumát: (xy) 


EÉKT S 1 








F? — 3?(1—3?) c j 
a ET 2 1 


Egyenlőség csak akkor van, ha x? — 1 — 
x?, azaz 





1 
Tehát a maximális terület: 7 — 2, még- 
pedig a négyzet esetén. 


1.122.) Az ábra a kúp és a henger egy síkmetszetét ábrázolja. Az ábra jelöléseit 
használva, a henger térfogata: 


m 


h ei 
V — rr9h. Mivel Fzsis e. ezért V -— TE. .r(R—r) 
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Az előző feladathoz hasonlóan 





4Aámmrr 411m (RV 4 
Es EE set él st 
V-- Ras n 6) 27 


Ekkor a henger sugara, illetve magassága: 


2 m 
sZ hel 
száz eA 3 


Egyenlőség csak akkor van, ha 2 - R—r. 
l 
l 
l 
0 Tr 


R 
Tehát a maximális térfogat: V —-— 


—mRm. 


27 


1.123.] Az ábra a gömb és a henger egy síkmetszetét ábrázolja. Az ábra jelö- 
léseit használva, a henger térfogata: 


V—-2r-U, ahol U— 3? -yész?3y—1, 0€1€1. 


U? 
Ezért U — 32V1 — 12. Számoljuk ki ae 





maximumát: 
U2 4(1 — 92 2 2 
ag Sz dij 48 gk 
4 4 ú. " 


Az itt szereplő három pozitív szám össze- 
ge x-től függetlenül 1, és így szorzatuk 
akkor maximális, ha megegyeznek: 

32 2 V2 

— -1—-—91" azaz x — 


1 


4 
Tehát a maximális térfogat: V — BEST 


373 


1.124.) Mikor az első egyenlőség mindkét oldalából kivonjuk a 7 számot, 


negatív számot kapunk. Ezzel beszorozva az a C c egyenlőtlenséget, az 
egyenlőtlenség megfordul. 
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1.4 Halmazok 


1.131. 


1.132. 








1.135. 


1.136. 


1.138. 








1.140. 











A (b)9-ben szereplő halmazzal: 4UB—(r:TrZAAzg B). 


Igaz az állítás. 


rTE(AVB) S (re AA(l(réB) S (re A)A(reB) S 
5 r1E€(AnB) 


Nem igaz, legyen például A — B — (1) C R. Ekkor 4B—-4A—-RLh 
viszont AV B — A — (1). 


Nem igaz, legyen például A — B — (1). Ekkor (AUB)VA—0 2 B. 


Igaz az állítás. 
Első bizonyítás. 


Megmutatjuk, hogy AVB C AMAN B), és azt is, hogy AN(Am B) c 
AV B. 


Legyenze AV B tetszőleges. Ekkor z £ B és ezért z £ An B. Mivel 
x E A, ezért te AAN B). 


Legyen most x € AV(An B) tetszőleges. Ekkor z £ Am B. Mivel 
x € A, ezért z £ B VA. Igy tehát z £(BV4) U(An B) — B. Eszerint 
TEAVB. 
Második bizonyítás. (lásd a 1.128. feladatot) 
AWAn B) -— An(AnB) — An(40 B) — (An 4) U(An B) — 
-0U(4nB)—(4AnB)— AVB 





AN(BUOC) 


((ANBJU(AN CU (BON GY V(ANnBnC) 


:ec(A1UB) c 24d(AUB) a (rdAJA( 


x ) 
a (TE AA(reB) S zc(A 


é 
nB) 


B 
B 
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1.5 A valós számok axiómarendszere 


1.144. 


1.147. 


1.149. 





1.152. 








1.157. 


1.158. 


1.159. 


1.164. 


(a) Nem igaz, például x— —1, A — 0 esetén. 


(b) Igaz. Mivel az első egyenlőtlenség, Ir] C A bal oldala nem negatív, 
ezért saját magával szorozható, azaz Iz]? c 4A?. Mivel Ir]? — [23] 
ezért [53] c 42. 


(a) A H halmaznak nincs minimuma (minimális eleme). 
(b) H-nak nincs maximuma. 
(c) H-nak van maximuma. 


(d) A H halmaznak van minimuma. 


A (b) állítás nem igaz, a többi igaz. 


M4.- 0) N 8-0 
pt n-1 
Formálisan: 





3JreHvyeH(r532Ayz2 22?) 


Ez az állítás egyetlen H C R esetén sem teljesül, mert y — x választással 
har52(15 1) akkor z c 22. 


M-(1n-(03 


Mivel minden n € NT esetén —1/n A 0 £ 1/n, azaz 0 € I,, ezért 
0 € M. Ha x - 0, akkor van olyan k e Nt, amelyre 1/k c Iz]. Erre a 
k-ra x £ Ix — [—1/k, 1/kl]. 


mersz 


ms zta 


Mivel minden n e NT esetén 0 € 1/n azaz 0 € I,, ezért 0 ec M. 
Ha x A 0, akkor van olyan k c Nt, amelyre 1/k a Ix]. Erre a k-ra 
iss 14 
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1.165. 


1.166. 


1.168. 


1.174. 


1.175. 


1.176. 


1.180. 


M-(11.-0 
n7-1 


Mivel minden n e Nt esetén 0 £ In, ezért 0 £ M. Ha z 0, akkor van 
olyan k e Nt, amelyre 1/k c Iz]. Erre a k-ra r £ Ix — (0, 1/kl]. 


Egyedül a 1.166.e állítás igaz. 
Nem lehet a Cantor-axióma miatt. 


Nem lehet. 


Akárhány zárt intervallum metszete vagy üres, vagy egy pont, vagy egy 
zárt intervallum. Ezért a metszet nem lehet valódi nyílt intervallum. 


Lehet, de csak akkor, ha valahonnan kezdve ugyanazok az intervallu- 
mok. 


Legyen ugyanis In — (an, bn). Az, hogy ezek egymásba vannak , skatu- 
lyázva", azt jelenti, hogy minden n esetén an £ ang41 2 bn41 £ bn 


Legyena—supan, b-—infbn. Tudjuk, hogy a £ b. 
Négy esetet különböztetünk meg: 


1) a — max a, és b — min b, . Ez pontosan akkor teljesül, ha valahonnan 


kezdve an — anyi és bn — bny1. Ekkor (111 — In — (a,b). 


ni 
je el 
2) a — max az, és a bn-ek között nincs minimális. Ekkor N In — (a, b], 
n7-1 


ami üres, ha a — b és nem üres balról nyílt, jobbról zárt intervallum, 
ha a c b. 


3) an-ek között nincs maximális, de b — minbn. Ekkor ( ) In — [a, b). 
nel 


4) an-ek között nincs maximális és a bn-ek között nincs minimális. 


Ekkor a IT, — la, b]. 


ns1 


A Cantor-axióma kivételél minden teljesül. 


Minden véges tizedestört alakban felírható szám racionális, de például 
az 1/3-nak nincs véges tizedestört alakja. 


1. ALAPFOGALMAK, VALÓS SZÁMOK — MEGOLDÁSOK 224 Ű 





Pontosan azoknak a racionális számoknak van véges tizedestört alakja, 
amelyek felírhatók úgy két egész szám hányadosaként, hogy a nevezőnek 
csak a 2 és az 5 a prímosztói. 


Az I, intervallumsorozatra két feltételt követel meg a Cantor-axióma: 
1. Az I,-ek korlátos zárt intervallumok. 


2. Az In-ek , egymásba skatulyázottak", azaz a nagyobb indexű inter- 
vallum része a kisebb indexűnek. 


Ha az első feltételt elhagyom, akkor például az I, — (0,1/n) nyílt 
intervallumsorozat metszete üres. 


Ha a második feltételt hagyom el, akkor például az In — Ín,n 7-1] zárt 
intervallumsorozat metszete üres. 


Megjegyzés: 
a 2. feltétel helyettesíthető azzal a gyengébb feltétellel, hogy bármely 
véges sok intervallum metszete nem üres. 


Ha a szereplő intervallumok tetszőleges típusúak és sem a bal sem a jobb 
végpontok sorozata nem , stabilizálódik", azaz végtelen sok különböző 
bal és jobb végpont van, akkor (a 2. feltétel meghagyása mellett) a 
metszet nem üres. 


1.6 A számegyenes 


1.187. 


1.189. 





ENO 








1.196. 


B — (2.6), amely egyetlen pontból áll. Ez a feladat mutatja, hogy a 
tizedes vessző használata bizonyos helyzetekben félreérthető, hiszen a 
(2, 6) halmaznak két eleme van. 




















C — (2,6) 1.188.] D — (2,3,4,5,6) 
E — [2,6] 1.190.) F — (2,6] 
G — [2,6) 1.192.) H — [2,6] NO), nem intervallum! 


1 
Az A — ( :ne Nt) halmaz alulról korlátos, legnagyobb alsó korlátja 
n 


a 0, felülről is korlátos, mert van maximuma, legnagyobb eleme az 1. 
Mivel alulról és felülről is korlátos, ezért korlátos. 
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1.214. 


1.216. 








1.220. 











1.222. 


AzIp—ífneN:n prímszám A n 7 2 prímszám) halmaz, az úgyne- 
vezett ikerprímek halmaza alulról korlátos, hiszen például a 0 egy alsó 
korlát. Az, hogy felülről nem korlátos, azaz van-e végtelen sok ikerprím, 
a mai napig (2014. március 4.) nem ismert. 


1 
Ilyen sorozat például az an — (—1)" - ( — 7) azaz 
n 
1 z 
1 — — ha n páros 
n 


1 
—1--— han páratlan 
n 





vre Ajye A(y 1) 


sup( 4UB) — max (sup A, sup B), sup(4AnB) — min (ísup A, sup B). 
Ha sup(4A V.B) A 0, azaz A £ B, akkor sup(A 4 B) £ sup A. 





1 
a - (3 Tinent], inf A — 0, supA — max A — 1, nincs 
n — 
minimuma. 
15. d Mi Me ; 
A—-4—1—:neNT ; esetén inf A — 0, sup A — max A — 2, nincs 
n 4/n 
minimuma. 
1 1 88 fs. ts ; 
A — atxineN esetén inf A — 0, sup A — max A — 2, nincs 
n 


minimuma. 


Legyen A — (v2 :ne NE Az világos, hogy supA — max A — 


2. Belátjuk, hogy inf A — 1. Mivel 2 5 1, ezért 1 alsó korlát. 
Megmutatjuk, hogy tetszőleges z 5 0 esetén 1 3- x nem alsó korlát: 


Mivel a Bernoulli-egyenlőtlenség szerint (1--2)" 2 1-4nax és 1--ni 52 
1 

han 5 —, ezért van olyan n (valahonnan kezdve mindegyik n), hogy 
1) 

1-3-r5 1/2. 


Legyen A — (V27—n:neNT)]. Mivel minden n e NT esetén 27 2 
n 7-1 a Bernoulli-egyenlőtlenség szerint, ezért sup A — min A — 1. 
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Másrészt 27 — n a 27, ezért A egy felső korlátja 2. Ez egyben az A 
halmaz szuprémuma is, sup A — 2, mert 


1 
V2n-nz 122— 2-1 — 2. — 
42 
és az előző feladat szerint 
1 1 
sup4 —:neNt!t — Ez 
Bízz J inf ( V2:neNt) 


Mivel 2 £ A, ezért az A halmaznak nincs maximuma. 





1 


A szuprémum definíciója miatt elég megmutatni, hogy a B halmaz min- 
den felső korlátja az A halmaznak is felső korlátja. 


Legyen tehát K tetszőleges felső korlátja B-nek, továbbá a € A tet- 
szőleges. A feltétel szerint van olyan b e B, amelyre a £ b. Mivel K 
felső korlát, ezért b £ K is teljesül. Így tehát tetszőleges a € A esetén 
a £ K, azaz K felső korlátja A-nak. 


09 — P: 








17—yl — I(z—4)3-(4—vy)I S 1z—41--14—v] — Ir—AI--Iy— AI c €7-e — 2e. 
P:5 0: 
Legyen példáulr—y— 0, €c—1 és A — 2. 


P —6 O: Legyen például H — (1,2]. Ekkor P teljesül de aza — 1 
választás mutatja, hogy O nem teljesül. 


0 — B: Legyen például H — (—1]). 
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Számsorozatok konvergenciája 


2.1 Sorozatok határértéke 


Mivel an — 1, ezért megadhatók a keresett küszöbindexek. 


(a) e —0,1 


m-11— [1 t 





1 1 
11- c£01 E Vn5310 6 n5 10? 
n 


vn vn 


Tehát az ng — 102 választás megfelel. 


(b) ez — 0,01 Az előző megoldásban 0, 1-et 0,01-re cserélve kapjuk, 


hogy az no — 10! választás megfelel. 


x/./.:E£ I Nincs ilyen ng küszöbindex, ugyanis az előző feladat (a) részének meg- 
oldása, szerint ha 
n 5 108, akkor lan — 1] € 0,1. Ezért ezekre az n-ekre 


JEE 


lan —21— (an —1)—(2— DI 3 11— lan — 1 5 1—0,1 — 0,9 5 0, 001. 


Ezek a feladatok a konvergencia definíciójában szereplő jelek (logikai 
kvantorok, egyenlőtlenség) sorrendjének és típusának a fontosságát mu- 
tatják meg. 


(a) 
(b) 


(£) 


Igaz. A 2.1. feladatot általánosítva könnyen látható, hogy an, 7? 1 
és ez a formula éppen ezt mondja. 


Nem igaz. Ez a formula pontosan akkor teljesül egy (an) sorozat- 
ra, ha valahonnan kezdve a sorozat minden tagja 1. A megadott 
sorozat nem ilyen. 


Igaz. A formula pontosan akkor teljesül egy (an) sorozatra, ha a 
sorozat korlátos. A megadott sorozat korlátos. 


Nem igaz. A formula pontosan akkor teljesül egy (an) sorozatra, 
ha van olyan nyílt (c sugarú) intervallum az 1 körül, amelyik a 
sorozatnak csak véges sok tagját tartalmazza. 


Igaz. A formula pontosan akkor teljesül egy (an) sorozatra, ha a 
sorozat első tagja ai — 1, ugyanis az ng — 1 választás minden E 
esetén megfelel. 


Nem igaz. A formula pontosan akkor teljesül egy (an) sorozatra, 
ha a sorozat első tagja ai Á 1. 
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Megmutatjuk, hogy elég nagy n-re bn 5 an: 
10n? 3 25 Ca 10n? 4 n? — 11n?, han 5 5. 
Másrészt 11n? c n?, han 5 11. 


Így az N — 11 választással ba 5 an, han 5 N. 


Az (an) a nagyobb valahonnan kezdve: 


32—-n952i4n a 375 24n in. 


Belátjuk először, hogy valahonnan kezdve 2? 5 n2. A binomiális kifej- 
tést használva 


7-ary-p() s G) eg SZÉ ESZ] bi 


k—0 

8; e 1. n? s n2 
kést . — mm — n 
2 6 48 


Ez teljesül ha egyrészt n— 2 5 ai azaz n 5 4, másrészt n 5 48. Tehát 
n 5 48 — 2? . 6 esetén 


2734 n kn c2127127-3.2 3. 


Az egyenlőtlenség biztosan teljesül, ha 


HÉ —(1-40,5)? 5 3. 


Ez utóbbi pedig a Bernoulli-egyenlőtlenség szerint igaz, ha n 5 4. 


Tehát összefoglalva a keresett N számra kapott feltételeket, az N — 48 
választás megfelel. 


A (bn) a nagyobb valahonnan kezdve: 
Ha n 5 3, akkor 


6 
ml ős Ed Bzsenj 5 Belső ze 28 


új 


4 2 
Az egyenlőtlenség teljesül, ha 27 5 — — 3 ez pedig akkor, han 5 8. 
Tehát az N — 8 választás megfelel. 
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2.40. 


42 c1,01—1401 — 2c(140,0" 


A Bernoulli-egyenlőtlenség szerint 
(140,1"21-701n501n52 


han 5 20. 


na 1,0001 6 n c (141079)" 


A binomiális kifejtést használva 


sam (MY sazdk ny.neg . n(n—1) n? 
(17107) -x (1) - (0) szg ösagm 
k—0 





han 5 8- 108. 





Vvnt5-n 5 5 
Vn2 3 5—n-(VvVn2 3 5—n): zi a — c 0,01 
( TZETBEN Vn245-4n n 





ha n 5 500. 


P —  0O, mert a legkisebb tag alsó korlát, a legnagyobb pedig felső 
korlát. 
1 
8 —6 P, mert például az an — — sorozat korlátos, de nincs legkisebb 
n 


eleme. 


(b) igaz, a többi nem igaz. 








2n§ 7- 3n? 2 
n300 7n6—2 "7 
2n5-3-3n5 2]  7(2n5 4 3n?) —2(7n$—2) — 21nf--4 
7n16—2  7[/ 7(7n6 — 2) 7(7n6 — 2) 
2inő rán 25 1 1 
ss - E. 





7(7m6—2n8) 735 nőn 
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1 
Ez utóbbi egyenlőtlenség biztosan teljesül, ha n 5 —, és így küszöbin- 
E 
Cl 
no —-— [/- -k 1 
€ 


2.47. ) lim(Vn?41—n)— lim(vVn?—1— n) — 0, ezért lim (Vn?41- 
n-oo n.-oo n-roo 
Vn2—1—2n) —0. 


Keressünk küszöbindexet 5-höz külön az an — Vn2 3 1— n és a b, — 


Vn2 — 1— n sorozathoz. 


lanl— Vvn24t1-—n — sző 


dexnek megfelel a 





2 
teljesül, han — zi 


Ibn n— Vn2—1-— 


1 E 


1 
.. ÉL 
ntitdVn2—-1 n 2 





2 2 
Ez is teljesül, ha n 5 —, tehát az ng — él] megfelel küszöbindexnek: 
E E 








hm H14V/n2—1 an] c [/8251—n]-- [/82-1- a] c 


EZ N A KER 
Dj 


han 5 no. 


(a) Az (an) sorozat oszcillálva divergens. 


(an) 
(b) Az (an) sorozat konvergens, an — 4. 
(c) Az (an) sorozat divergens, an — 00. 
(an) 


(d) Az (an) sorozat oszcillálva divergens. 


1 1 
Legyen például an——, bn— —. 
n n 


Mivel a 5 0, ezért az (an) sorozatnak csak véges sok tagja lehet negatív, 


így valahonnan kezdve Van értelmes. 


lan — al 4 lan — al 


Vantva" va 





[ax — val — 
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2.61. 


2.66. 








2.69. 








2.74. 


Mivel an - a, választhatunk olyan ng küszöbindexet, hogy n 5 no 
esetén lan — al € € : Va legyen. Ez az ng megfelel a keresett küszöbin- 


dexnek: 
lan—al  €-a 
a 


ján aj E mti 


va 
han 5: no. 


Mindegyik állítás igaz. Egyedül a (d) állítás jelenti azt, hogy an ? oo. 


A sorozat nem tarthat oco-hez, de tarthat —o0-hez vagy egy valós szám- 
hoz. 


A sorozat nem tarthat —oco0-hez, de a többi eset lehetséges. 





VST RT véle e [3] s 
n n 2 


n 
1 n n 
özezeegi e ez s 
7naya 7 
ha n 5 8K? 4 2. Tehát megfelelő küszöbindex az no — [8K? -- 2] -- 1. 
A feltétel szerint van olyan N szám, hogy n 5 N esetén 
c 
4n41—4m2d— 550. 
Teljes indukcióval könnyen látható, hogy n 5 N esetén 
anP an td:(n—- N). 
Mivel lim (an -- d: (n — N)) — oo, ezért a rendőr-szabály szerint 
na oo 


lim an — 00. 
na oo 


2.2 A határérték tulajdonságai 


1 2 
Mivel — 5 0 és — — 0, ezért a rendőr-szabály szerint bn — 0. 
n n 
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Semmit sem lehet mondani a (bn) viselkedéséről, tarthat bárhova és 


lehet oszcillálva divergens is. 





2.91. ] Elég megmutatni, hogy a2n és a2n41 ugyanoda tart, mert a két részso- 
rozatra kapott küszöbindexek közül a nagyobbik az egész sorozatra is 
megfelel. 


Az agn közös részsorozata a2n-nek és a3n-nek, ezért 
lim azn — lim az3n. 
n-oo n-oo 


Másrészt az agna-3 közös részsorozata a2n41-nek és a3n-nek, ezért 


lim a2n41 — lim agzn. 
na oo na oo 


8 a z § 
Mivel a 5 0, valahonnan kezdve 2 Z an Z 2a, és ezért 


j a fan c V2a. 


Mivel tetszőleges c e Rt esetén f/c — 1, ezért a rendőr-szabály szerint 


an 7 1. 














b — an—1  ant4t1—2— 2 50 
" anti — anti ant1 
Fejezzük ki an-t bn segítségével: 
j —1-b HF1—- T EY. 1 
üg d mgab S pabk 


A határérték műveleti szabályait alkalmazva kapjuk, hogy an — 1. 


2.102.) Valahonnan kezdve 0 Za san c 0,5, és ezért 0 C an c 0,5" — 0. 
1 
2.107.] P—56 O: legyen például a, — — 
v/n 
0 — P: Legyen lim ap — a: 0. 
ne oo 


Első eset: a — 00. Ekkor van olyan N küszöbindex, hogy n 5 N esetén 


1 
dn5Px1l2 —. 
n 
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2.120. 


Második eset: 0 € a Ca oo: Válasszunk az E — 5 -höz egy N küszöbin- 
dexet, amelyre 


1 
lan—al CE és — £ €. 
n 


han 5 N. De akkor 


s] k 


a 
SE-5DZ-NESÜts 


Az állításból következik, hogy an — oo, , rendőr-szabály a végtelenre": 


Legyen ugyanis K € R tetszőleges. Mivel b, — oo, ezért van olyan N 
küszöbindex, hogy n 5 N esetén K ca bn. De a feltétel szerint ezekre 
az n-ekre K c a, is igaz. 


Semmi sem következik: 

az (an) sorozat lehet konvergens, például ha an — 0, 
tarthat co-hez, például ha an —bn—1 

vagy —oo-hez, például ha an — —n, 


de lehet oszcillálva divergens is, például ha an — (—1)". 


Korlátos, mert konvergens, 


li 


n3ao0 n 





1 késés 
ús VEW tn a 


ugyanis 


ge MIEN Eeen mannát Am 1 eg 
2 beni 2 NN ts gyesi § 


n n n2 v/n 





1 
Mivel valahonnan kezdve 27 c 39 ezért 


3 / 1 
—- — 1137 ——3n c 431—2n c 437 — 3, 
42 2 


3 
ha n elég nagy. Az egyenlőtlenség baloldala —— — 3, és ezért a rendőr- 


12 
4731 — 21 0 3. 


szabály szerint 
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2.125.) Hozzuk egyszerűbb alakra a sorozat tagjait: 











1—243—---—2n (1—2)4(3—4)-4---4(2n—1—2n) 
dan — Et emi 
n241 n2 31 
Hl n 
N n2t1 


Végig osztva a számlálót és a nevezőt a nevező nagyságrendjével, n-nel, 
kapjuk, hogy 


n 1 


Vn2a1 1 
14— 
n 
2.131.] A 2.181. feladat szerint ( 1-- — monoton növő sorozat, és ezért 
n 
1 n 
(13) 52. 
n 
n? n132 
il 1 
yi (5) 8 (12) ] sé hé 
n n 


2.140. ] Ennél na rtörtnél a nevező , nagyságrendje" 7", de a váltakozó előjel prob- 


2" a" 
je Ef a 0. Ehhez elég azt 


HA Hl 
2743" 
4F39 AT 7 , 0. 


-- 
GELETn 4y" 
or 
T 
2.146.] P—56 O: legyen 


Ms 1 han páros . J 1/n han páros 
lsz TN /n han páratlan mM 1 ha n páratlan 


,? —1. 








0-4 E 





lémát okoz. Megmutatjuk, hogy an — 


megmutatni, hogy lan] — 0. 


22337 











lan] — 








1 
2-5 BP: legyen an — BR. ba—-n 


Megjegyzés: Ha az egyik sorozat 0-hoz tart, a másik pedig korlátos, 
akkor igaz, hogy an : bn tart 0-hoz. 
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a MENNEL"? 
(a) Tan konvergens és lim A 5 0: an—n, ba—n-l. 
n Mt Új 
dan P4 s dan 2 
(b) Ta konvergens és lim — — 0: an—n, bh—n. 
n no oo n 
dn 1. Fi : dan 2 
(c) 1 divergens és Jim eses 09 ön mv; bm 
n n 
an vágsz ; ; ke n han páros 
(d) f88 oszcillálva, divergens: Ön E ( mó háj náratát 8 
ho n? han páros 
7". ]) n han páratlan 


P —56 O: legyen példáulay—n-i 1, b,—n. 





1 n 
A — P: Mivel ba — 00 ezért — — 0 és így -7—-100. 


2.3 Monoton sorozatok 


— Két pozitív tagú monoton növő/csökkenő sorozat szorzata mono- 
ton nő/csökken. 


— Két negatív tagú monoton növő/csökkenő sorozat szorzata mono- 
ton csökken/nő. 


— Egy pozitív tagú monoton növő és egy negatív tagú monoton csök- 
kenő sorozat szorzata monoton csökken. 


— Egy pozitív tagú monoton csökkenő és egy negatív tagú monoton 
növő sorozat szorzata monoton nő. 


Más esetekben nem állíthatjuk biztosan, hogy a szorzat monoton. 


Teljes indukcióval könnyen bizonyítható, hogy an 5 ai: (1,1)"7!. Elég 


106 
tehát találnunk egy olyan n-et, amelyre 1,177! 5 —. A Bernoulli- 
d1 
egyenlőtlenség szerint 
n—1 nk 107 
1,1 — (1-7 0,1) 214(n—-1)-0,15(n—1)-0,15 —. 
d1 
107 új 
Ez biztosan teljesül, han— 15 — , azaz han 5 — 7-1. 


d1 d1 
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2.168 


Első lépésként belátjuk, hogy a sorozat minden tagja pozitív, de ez teljes 
indukcióval nyilvánvaló. Most már jobb alsó becslést is mondhatunk 
a sorozat tagjaira: a (két tagú) számtani és mértani közepek közötti 
egyenlőtlenség szerint 


1 / 
maz lar) an: — — va. 


Belátjuk, hogy n — 2-től kezdve az (an) sorozat monoton csökken. 
Felhasználva, hogy an 5 0 


il a 
(mt) se zi aZ ha c 2al e a 3a S an 3 va. 
dan 


De az előbb már beláttuk, hogy minden n 2 2 esetén an 2 Va, tehát 


a sorozat monoton csökken és (alulról) korlátos, de akkor konvergens. 
Legyen lim an — b, és persze b z Va. De akkor lim anyi — b is igaz. 
n-oo 1-—poOo 


1 a 1 a 
dn41— 5 ünta 12055) 


1-5) —b VESM TEN 8 


Másrészt 





Tehát 


I] E 


A rekurzív képletből könnyű kiolvasni, hogy an 2 0 (sőt azt is, hogy 
an 2 V2, han 5 1). Másrészt teljes indukcióval bizonyítjuk, hogy 
an Z 2. 

n- 1 re ez igaz. Tegyük fel, hogy n-re igaz, hogy an C 2. 





an41 — V2-7- an c V2-r2— 2. 


Megmutatjuk, hogy a sorozat monoton nő. Oldjuk mega V2-84a:2xr 
egyenlőtlenséget a nemnegatív számok körében: 


V2tr:zi 6 2trrr a 1 Tr 2c0 6 0Cze2. 


Mivel már beláttuk, hogy 0 £ an 2 2, ezért x helyébe írhatunk a4n-et, 
és így anyi 2 an. Tehát (an) monoton nő és (felülről) korlátos, ezért 
konvergens. Legyen a — jm an. Mivel a sorozat tagjai nemnegatívok, 


ezért a 2 0. A határérték műveleti szabályai és a rekurzív képlet miatt 


a—V2T8a 5 a ;— 2. 
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az 5 Oés haan, 50, akkor anyi — an - PENTEET 5 0, ezért minden 
am 


n-re an 5 1. A rekurzív képlet szerint 





dn-41 7 dn — 3 2 0, 
dan 


t1 


tehát a sorozat (szigorúan) monoton nő. Indirekt módon megmutatjuk, 
hogy a sorozat nem konvergens és ezért nem is korlátos. Ha lim an — 
na oo 
a, akkor a 2 0, mert an 2 0, és ezért a? 1 £ 0. 
1 


Vet asz 


De ennek az egyenletnek nincs megoldása! Tehát (an) monoton nő és 
nem korlátos, ezért an — 00. 


Megmutatjuk, hogy a sorozat szigorúan monoton nő. Felhasználva az 
n- 1 tagú számtani és mértani közepek egyenlőtlenségét 


1 ni 1 
n n tan (143) n--1 
1 1 1 
2) -r(rz) 1— I -rg) 
n 


n n-71 n-t1 
Most belátjuk, hogy 


TT 1 JA 
1 -- — c4 S —-íÍí1T£— sz LL. 
n 4 n 


Most n -- 2 tagra használva a számtani és mértani közepek egyenlőtlen- 
ségét 











1 ] 1 ] 1 ] 1 új 
1 19" 11 1722 V 
17 -——-: 14 sű - 1. 
nt 2 
; 1" d ötaísá 
Tehátaz(1--—] sorozat konvergens. A sorozat határértékét Euler- 
n 


konstansnak nevezzük és e-vel jelöljük. Belátható, hogy 2 € e C 3, e 
irracionális (sőt transzcendens) és e — 2, 71. . . . 
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2.4 A Bolzano-Weierstrass-tétel és a Cauchy-krité- 
rium 


2.189. 


2.195. 


P — 0O: legyen an — (—1)" 
A — P: Ha (an) konvergens, akkor minden részsorozata is konvergens 
(és ugyanoda tart). 


Ez a feltétel nem elég (viszont szükséges) a konvergenciához. Ha például 


an — V/n, akkor Vnt1—yno 0 de V/n a co. 


Az (an) sorozatnak pontosan akkor nincs konvergens részsorozata a 
Bolzano- Weierstrass-tétel szerint, ha nincs korlátos részsorozata. 


Ez akkor igaz, ha minden K 5 0 valós számra csak véges sok tagja van 
a sorozatnak a [—K, K] intervallumban, azaz véges sok n kivételével 
lan] 5 K. 


Ez pedig éppen azt jelenti, hogy lan] — oo. 


Belátjuk, hogy a sorozatra teljesül a Cauchy-kritérium. Legyen e 5 0 
tetszőleges, továbbá n — m. 


lan E aml zi (anx1 — an) Tt (an4x2 mi anz1) IR SzéS s (am ii am-—1)] s 
SL lan41 E: an] TF Ilan3-2 Fe anyi] a aázjsásls si lam szi ül s 
£99?£ 2-(mtD) 4... 4 27(m-D 


—2-n.2. (1 - azrt) 2 2-m-D, 


Mivel 27(7—5) . ; 0, ezért valahonnan kezdve 


lam— am] c2679 c e. 


2.5 Sorozatok nagyságrendje 


n" xn in", VvnadVnia1. 
Más aszimptotikusan egyenlő pár nincs a sorozatok között. Habár 
12 
Xn 





3 1, de ezek a sorozatok nem tartanak co-hez. 
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3.19" 
3,017 3 





243n  /2 we 
3 


2 


Itt a számláló oo0-hez tart, mert 





2 
. 3,01" 
lim 
naoo 22 3 3n 


2.216.] A nevező nagyságrendje 2". 
n! 30" 
n!— 3" Zn 2 








10 9n 7 10 
n AZ 
2n 


10 


5 1, a nevező pedig 1-hez, mert 


3 n z n 8 25 1414 A. 
Mivel 57 7 0, ezért a nevező —1-hez tart. Viszont a számláló még 


mindig kritikus, két végtelenhez tartó sorozat különbsége. Felhasznál- 
n 


va, hogy n! 5 (2) j 


7-2 D-Ad-A-R- 


ag 


ha n 5 24. Így tehát a számláló c0-hez tart és 


n1— 3" 


ER sg 00. 
n10 — 2Nn 


2.6 Vegyes feladatok 


A sorozat nem áll elő az (1/n) sorozat véges sok tagú összegeként, 


hiszen az an-ben szereplő összeg tagjainak a száma tart végtelenhez. 


Tehát az első okoskodás a hibás. 
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dan 7 0. 


Ugyanis van olyan N küszöbindex, hogy n 5 N esetén 
2 29" 
0 c Van Sa SE ÜT üs e 3 
: 2y" A 1 z : 
Mivel 5 — 0, ezért a rendőr-szabály szerint an — 0. 


aj 7 0. 


Ugyanis van olyan N küszöbindex, hogy n 5 N esetén 


0 E ed ljó JA 2 Ü 
Z£ an 3 an 3 


2 n 
Mivel Gő) a 0, ezért a rendőr-szabály szerint af — 0. 


1 
Legyen például an — —. 
n 
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Valós függvények határértéke, folytonossága 


3.1 Függvények globális tulajdonságai 


3.3 


bol La ló 


3.28. 


3.29. 











3.34. 





Igen, függvény. A neve Dirichlet-függvény. 
—oo CC gc 0. 


Írjuk fel a függvények értelmezési tartományát és a függvény formulát 
egyszerűbb alakban: 


(a) fi(x) — z, (b) fo(x) — Va? — Iz] , 
Dr, KEZE (—o0, 00) D r.(—o0, 00) 

(c) f3(x) — (va) —z (d) f4(x) — ne? — z 
Dr, üz [0, 00) Df4 sss (—o0, 00) 

(e) f5(r) — er? — z (£) fe(x) — (v—n) — Iz 
Dr. — (0, 00) Dr, — (—oo, 0] 


Mivel két függvény pontosan akkor egyezik meg, ha megegyezik az ér- 
telmezési tartományuk és minden helyen ugyanazt az értéket veszik fel, 
ezért csak az fi és az fa függvények egyeznek meg egymással. 


Páratlan. 3.19. ] Páros. 

Páros is és páratlan is. Se nem páros, se nem páratlan. 
Igaz. 

Nem igaz, például f(x) — ( § új 1 5 


1 
A ctg z és az — függvény az egész értelmezési tartományán (szigorúan) 


csökken, a többinek vannak monoton növő szakaszai. 
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(a) (b) 


zef els 
ARVÉG 
NN 


(8) (h) 











3.38. ] Igaz. Két szigorúan monoton csökkenő (növő) függvény összege szigo- 
rúan monoton csökken (nő). 





3. VALÓS FÜGGVÉNYEK HATÁRÉRTÉKE, FOLYTONOSSÁGA — MEGOLDÁSOK 243 Ű 





3.39. 





3.43. 





3.47. 








3.54. 





3.57. 
3.63. 
3.68. 
3.74. 


3.78. 





3.82. 





3.86. 


Általában nem igaz, például ha f(x) — g(x) — —zx, akkor f(x) : 9(x) — 
x? nem (mindenütt) csökken. 


Ha viszont mindkét függvény pozitív és szigorúan monoton csökken 
(nő), akkor a szorzatuk is szigorúan monoton csökken (nő). 


Alulról korlátos, legnagyobb alsó korlát a 0. Felülről nem korlátos. 


Alulról korlátos, legnagyobb alsó korlát a 0. Felülről is korlátos, legki- 
sebb felső korlát az 1. 


va e R(f(x) c f(3)). Például f(x) — —(x — 3)2. 








vrERdyeR (f(y) c f(z)). Például f(x) — x. 


m — 0, M nem létezik. m-—-—-1, M-I. 
m-—-1, M-—-0. Például arctg 2. 


, 8 3 aj ha—-1cCc3rxc1 
Például f(x) — ( 0 har——-1lvagyr—1 


2m 3.76. 4 


2m 3.79. 27 


A Dirichlet-függvénynek minden nem nulla racionális szám periódusa, 
ezért nincs legkisebb periódusa. 


A /2 függvény (szigorúan) konkáv a (0, 00) félegyenesen. 
Elég belátni, hogy minden 0 € a € x — b esetén 


VE tea) 
azaz 


V7- va 45-va 


xr—-a b—a 





Átalakítás után 
1 1 


VEad7a" Br Va 


Mivel a feltevés szerint 0 € z — b, ezért az utolsó egyenlőtlenség igaz. 





a  Vbi-Vaz VitvVa a Vb: /z. 
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3.92. 


3.100. 


3.112. 


3.114. 








3.116. 


P — 0O: Például f(2) —sinma 


0 — BP: Ha az f(x) függvény konvex (—1, 3)-on, akkor minden —1 c 
acbC3és0 €t c 1 esetén 


f(tat (1—1)b) Stf(ar(1—0f0. 


1 
Az a 0, be 2, tt 5) választással épp a P-ben szereplő egyenlőtlen- 
séget kapjuk. 


A húr egyenlete 


. 1og74— log; 2 
Ni 4— 2 





log: 2 
SEBE éle; 


h(z) (z — 2) 4- log; 2 7 


Írjunk x helyébe 3-at. Mivel log, z konkáv, ezért 


. 81og-2  1log-8  1og;2-- log; 4 


log 3 2 h(3) 5 5 5 





Mivel a függvény a [2, 4] interval- 
lumon egyszerre konvex és kon- 
káv, ezért itt csak lineáris kifeje- 
zés lehet. Legyen például 


(T—292  halcroc2 
f(x) — 0 ha2crSc4 
—(r—4)? ha4croc5 


Az x, a, 92 és az f(x) — ( bi ha 5 ÉT függvények bijekciók, 


a többi nem az. 


f(x) — 3? invertálható [0, 00)-en, itt fr!(x) — vT és (—oo, 0]-n, itt 


f(x) - V7. 


f(z) —sinzx tetszőleges n € Z esetén invertálható a [7/2 4 nr, r/2 4 
nr] intervallumon. Az inverz függvény minden esetben a [—1,1] zárt 
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intervallumon van értelmezve. Ha arcsinx jelöli a sinx inverzét a 
[—r/2, r/2] intervallumon, akkor a [—7/2--nr, r/2-3-nr] intervallumon 


fáj nr-taarcsintr han páros 
119 zi : z 
nr—arcsiny han páratlan 


vagy másképp felírva 


1 (2) — nti (—1)" arcsin z. 


3.122.] (a) Van ilyen, de csak egy, az azonosan nulla függvény. 


Az, hogy egy függvény grafikonja szimmetrikus az x tengelyre, 
pontosan akkor teljesül, ha minden x € DF esetén f(x) — —f(2). 


(b) Van, például az f(x) — r? függvény. 


Az, hogy egy függvény grafikonja szimmetrikus az y tengelyre, 
pontosan akkor teljesül, ha minden x € D; esetén f(—x) — f(2), 
azaz a függvény páros. 


3.125.) Belátjuk, hogy az f(r) függvénynek a 4 periódusa. Előbb fejezzük ki 
f(x 1 2)-t f(z) segítségével: 











1. 1410 
fégsg  ETTSTÓ 1—f(a) 1 
j 1-f(et1) ..1L§f( f(2) 
1— f(2) 
Mivel ez minden 2-re igaz, 
1. 1 
f(x 4) — frrr2) — gi 
f(a) 


A h—- go f függvény mindenütt értelmezve van és h(r) — g(f(x)) — 


x. A g(z) függvény mégsem az f függvény inverze, mert értelmezési 
tartománya bővebb mint f értékkészlete. 
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f(a) 9(2) f(x) 


3.2 A határérték 


(ajlim  f(z) -0 (b) dm, f(2dy——1 (c) lim f(t) nem létezik. 


3.133. ] Igazak: (b), (d), (e), (f). 
Hamisak: (a), (c), (g), (h), (i), (5). (k), (1. 


3.136.] lim5T—5-lmr-—5-3—15 
S 33 133 


























—2 —2 1 
3.139. li — — 
a17r—3 7.1-3 0 2 
3.142. KENE sgt Té E 5 sm. E 7 
m— 
AAA, t tt—2 (t—D(t42) 1t-2 23 
ss (2-1 (t—1)(t41) tá4ltioi 2 
ZtEKE[Et5,ékkGó 2. a 
sas] 2r3t-2 (-DCG-20 t-2 1 
1 —t—2  (t41)(t—2) t—21-6-1i 3 














3.154. ] Bővítsük a törtet VT -- 1-gyel (a számláló ,, gyöktelenítése") . 


vVr—-1 (/r—1(vTr1) r—1 1 1 


2-1 (IT)  (r—Ü(/Er])  Vtrisi2 
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3.155.] At — 1- 3? helyettesítést elvégezve és az előző feladat eredményét 














felhasználva: 
. vV1422—-1 . Vt-1 1 
lm ————  — lim EGY 
T30 xr2 to1 t—1 2 
Helyettesítés nélkül, ,, gyöktelenitéssel": 
v1-r2—1  V1-4r27—1 vV1-3r296l x? e 
02 Ni íz V1-rax241  a2(V1542211) 
ki 1 8 1 
— /1422412—02 


3.156.] Mivel a sin z páratlan függvény, ezért elég a ,, jobboldali" határértéket 
kiszámolni. Ha 0 £ xy € si akkor 


0Csinz Crx Ctgr 


Osszuk el az egyenlőtlenségeket a pozitív sin x-szel: 


x 1 


ha 
sin  cosg 








Mivel a szereplő kifejezések mind pozitívak, vehetjük az egyenlőtlensé- 
gek reciprokait: 


sinx 
cosT c — cC1 
x 


Tudjuk, hogy lim cosx — 1, mert a cos x függvény folytonos a 0-ban. 
4—r 
Ezért alkalmazható a rendőr-szabály: 


sing 








lim si 
290 XT 
3.157. ] Bővítsük a törtet 1 -- cos r-szel: 
1—coszr  (1—cosz)(1--cosr) (sima 1 k 1 
mg x2(1-- coszr) . 22 1íd4cosz 2 











3.162. tg2z  tg2z o, sin27 2 a Sint 2 s 
x 2x 2y — cos2mx t — cost t60 


Itt felhasználtuk, hogy t— 27 0 ha z 6 0. 


3. VALÓS FÜGGVÉNYEK HATÁRÉRTÉKE, FOLYTONOSSÁGA — MEGOLDÁSOK 248 Ű 





3.167. ] Osszuk el a számlálót és a nevezőt a nevező nagyságrendjével, x-szel. 


00 

Ezzel megszüntetjük a határérték , kritikusságát", a — esetet. Ha z 5 
00 

0, akkor 





A —o0-ben ugyanezt a határértéket kapjuk, ha negatív x esetén , nagy- 
ságrendnek" a IrI-szet választjuk. 

















PV s; 1 
-JŰ —— —— 
HA 2/ztz 52 2 OTTO 
31—7 4.2 3—0 
LT 
2 7 úji 1 
SS ez e E 
HNKA 7 -Eet] 7 2 2 ,; 
Sr] vVrtt1-1 1 1 
Lt 
LD 
3.180. lim s sé zásáén lim 8 7 00. 
———  r—r,]  ro27 1 — 07 ro2t 3 —2 
TEZSZE 4 4 
3.184. li — —— a li sz 
rt (— 7) (mrj 
3.190. ] Legyen a — 4/e 5 1. 








(e) d 


a? 
Ez az eredmény általánosabban azt jelenti, hogy az exponenciális függ- 
vény minden polinomnál gyorsabban tart a végtelenbe. 


3.191. ] Vezessük beat —lnz helyettesítést. Ekkor 
1/7 — Vet — (4/e)" — at, 


és ezért 


Eszerint tehát a logaritmus-függvény minden gyökös kifejezésnél las- 
sabban tart a végtelenbe. 
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egyen példái 





xx harcO0 
rm - ( 1 hargO0 


Ennek a függvénynek az x — —1-ben és az xz — 1-ben van határértéke, 
de másutt nincs. 


3.198. J Legyen p - 0 egy (pozitív) periódus, a és b pedig két olyan valós szám, 
amelyre f(a) A f(b). Ekkor 


19—-—aTn: pa oo, f(a) — f(xan) — f(a), 





4 —b--n:p—a oo, f(b)— f(yn) - f(b). 


Az átviteli elv szerint lim f(r) nem létezik. 
1-pOO 


P — O: A szorzási szabály szerint 


km fej (im f(a)) ; ( lim f(2)) — 5.5 — 25. 


T—pOoO 


0 —5 P: Legyen például f(x) — —5. 


(a) an — sinlínT) — 05 0. 


(b) Az f(x) — sin x függvény nem konstans periodikus függvény, ezért 
nincs határértéke a végtelenben (lásd a 3.198. feladatot). 


1 
(c) an — A] -0,han5 1, ezért an — 0. 
n 


(d) Mivel lim [z]— 0 A —1— lim [x], ezért az f(x) — [z] (z egész- 
TO0Tt rTa0- 


része) függvénynek nincs határértéke a 0-ban. 


j jat . J 5 ha valamely n-re z — 1/n 
3.208.] P —6 O: Legyen például f(x) - ( 0. különben : 
1 
Ennek a függvénynek nincs határértéke 0-ban, de f G) - 57 5. 
n 


1 
A B: Az átviteli elv szerint, mivel — 6 0 és lm f(x) — 5, ezért 
n ap 


(es 
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3.212.] P 6. O: Az átviteli elv szerint ez tetszőleges függvény esetén is igaz. 


Aa — P? Ha az f függvény monoton ((c) eset), akkor van (véges 
vagy végtelen) határértéke a végtelenben és akkor az átviteli elv miatt 
ez csak 0 lehet. A többi esetben nem igaz a következtetés: legyen 
f(x) — sin(ra). Ez egy folytonos és korlátos (nem konstans) periodikus 
függvény és nincs határértéke a végtelenben. De minden n-re f((n) — 0. 


3.3 Folytonos függvények 


3.216.] (a) Ez a függvény a D(r) Dirichlet-függvény, sehol sem folytonos, sőt 
határértéke sincs. Ugyanis tetszőleges a € R esetén van olyan 
xn € O és u £ O sorozat, amelyre a A Tn, a A Un, Tn 7 a És 
Un - a. De így D(xn) — 1 és D(yn) - 0. Az átviteli elv miatt 
ezért a-ban nincs határértéke a D(r) függvénynek. 


(b 


ke 


f(2) folytonos a 0-ban (de másutt nem). Legyen ugyanis e 5 0 
tetszőleges. ő — E. 
Ha Iz — 0] — Iz] ő, akkor f(x) — f(0)91— [/(2)1— Iz] c £— ő. 


3.221.) (a 


Mrd 


A h—- fg függvény nem folytonos 3-ban. Indirekt módon, ha az 
lenne, akkor a műveleti szabályok miatt a g — h— f is folytonos 








lenne. 
(b) f : g lehet folytonos 3-ban, de csak úgy, ha f(3) — 0. Legyen 
például f(x) — 0 és g(r) — D(x) a Dirichlet-függvény. 
2 
3.224.] Az 75 függvény az r — —2 kivételével mindenütt folytonos. Az 
x 
2 
— 4 
x — —2-ben megszüntethető szakadása van, lim s - — 
£3—-2 712 


Az /2 függvény folytonos, ha z 5 0. A 0-ban jobbról folytonos. 


2242 har:0 
mxi4c harzc0 
a 0-ban, ha balról is és jobbról is folytonos. Az f(x) ,, jobbról", azaz 
x 2 0 esetén megegyezik az x? -- 2 függvénnyel, amelyik mindenütt, 
tehát 0-ban is folytonos. 


3.229.] Az f(x) — függvény pontosan akkor folytonos 


Az f(x) függvény zt c 0 esetén megegyezik az max -- c függvénnyel, 
amelynek , baloldali" határértéke 0-ban c. Ezért tehát az f függvény 
pontosan akkor folytonos 0-ban, ha 


2— f(0) — c. 





sinx 
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az 10 - ( 
c har—-0 


0-ban, ha itt van határértéke és az megegyezik a helyettesítési értékkel. 


függvény pontosan akkor folytonos a 


sing 


—1 és f(0) — c. 





220712) — b 
Így tehát a c— 1 esetben lesz a függvény folytonos a 0-ban. 


3.233. ] Legyen p(r) tetszőleges harmadfokú polinom. Elég azt az esetet vizs- 

gálni, amikor p(r) főegyütthatója (az r?-ös tag együtthatója) pozitív. 
De akkor 

lim p(r) — oo, lim p(z) — —oo. 

r—oo 1—— OO 
Ezért a p(r) függvény biztosan felvesz pozitív értéket is (valahonnan 
kezdve p(r) 5 0) és negatív értéket is. De akkor a Bolzano-tétel szerint 
a 0-t is felveszi értékként. 


Legyen h(x) — f(x) — 9(x). A h függvény folytonos [a, b[-ben, h(a) 2 
0, h(b) £ 0. A Bolzano-tétel szerint van olyan c € [a,b], amelyre 


h(0— f(9— 9(9 — 0. 


3.237. ] Legyen most h(x) — g(r)— f(x). Ez a h(x) függvény pozitív és folytonos 
la, bI-n. A Weierstrass-tétel szerint a h(x)-nek van minimuma, azaz van 
olyan c € [a, b], hogy minden x € [a, b] esetén 


0 c m— h(c) £ h(z) — 9(r) — f(2). 


Jaté x2 ha x € (1,2 
3.242.] P —6 O: Legyen például f(x) — ( 2 har kt ATA z— 2 


0 — B: Az f függvény maximuma felső korlát, minimuma pedig alsó 
korlát. 


Igen, például az f(r) — x függvény. 


3.249.) Az [r] függvény monoton növő, ezért minden korlátos zárt intervallu- 
mon van maximuma, a jobb végpontban felvett érték. Tehát 


max ([2] : xz e [77, 888]) — [888] — 888. 
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Az f(x) — ír) függvénynek nincs maximuma egyetlen olyan [a, b] in- 
tervallumon sem, amelynek a hossza legalább 1, ugyanis 
supíf(a) : z € la, bt — sup(í(f(2) : z € la, a-k 1]) — 
— supíf f(x) : ze [0,1]1— L, 


mivel a törtrész Tr függvény 1 szerint periodikus. Másrészt f(r) — 


íz 7 1. 
Van ilyen függvény, még folytonos is: 
0 ha 0 c x — 1/3 
f(2)— 4 31—-1 hal/3A ac 2/3 


1 ha2/3€3c1 


Van ilyen függvény. A 3.254. feladat megoldásában szereplő függvény 
folytonos. 


Nincs ilyen függvény. Indirekt módon tegyük fel, hogy f(x) folytonos 
a [0,1] zárt intervallumon és értékkészlete a (0, 1) nyílt intervallum. A 
Weierstrass-tétel szerint az f(x) függvénynek van maximuma. Legyen 
ez a maximum M. A feltevés miatt M a 1 és mivel M maximális érték, 
ezért f(x) £ (M, 1). 

Ez az állítás sokkal általánosabban is bizonyítható, lásd a 3.260. fel- 
adatot. 


Legyen az f függvény folytonos az [a, b] intervallumon. A Weierstrass- 
tétel szerint f-nek van minimuma, legyen ez m és maximuma, legyen 
ez M. Eszerint R(f) c Ím, MI. 


Másrészt a Bolzano-tétel szerint az f függvény m és M között minden 
értéket felvesz, azaz R(f) D Ím, MI]. 


3 
Legyen Tn — 2 H2Tn, Un — s H2Trn. Ha n 5 100, akkor 


TnSintn—2n5P27mn53100 és ysinyn — —yn C —100. 


A Bolzano-tétel szerint minden n 5 100 esetén van olyan zn € [Tn., yn], 
amelyre 
Zn Sin Zn — 100. 
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Mivel az [rn, Un] intervallumok diszjunktak, ezért a zn gyökök külön- 
böznek. 


1 
3.271.) Az f(x) — — függvény 
6 


a) nem egyenletesen folytonos (0, 00)-en. Megmutatjuk, hogy az Ez — 
8 y 8 
1-hez nincs ,, jó" ő 5 0. Tetszőleges ó 5 0 esetén válasszunk olyan 
n e Nt pozitív egész számot, amelyre 


1 1 


n n3i1 


JNA lletése 


(b) egyenletesen folytonos [1, 2]-n a Heine-Borel tétel szerint. 


Z Ő. 





Ekkor 


(c) egyenletesen folytonos (1, 2)-n, mivel a bővebb [1, 2] halmazon is 
egyenletesen folytonos. 


(d) egyenletesen folytonos [1, 00)-en. Legyen ez 5 0 tetszőleges, ő — e. 
Ha x,y2 1 és [z— y] C ő, akkor 





£1]r—y] €6— e. 





1] 17—9I 
my Ty 
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A differenciálszámítás és alkalmazásai 


4.1 A derivált fogalma 


4.2. ) Ha lim Ste — 4, akkor a derivált definíciója szerint az f(x) 
x 


253 





függvény deriválható 3-ban és f/(3) — 4. A 4.2. állítás szerint tehát 


f(2) folytonos 3-ban. 


Nem következik, például ha f(x) — [z — 3]. 
Ez a határérték a /2 függvény deriváltját adja meg tetszőleges z 5 0 


4.10. 


4.18. 




















pontban. 
Vs--h—-Vi:  Vrth—Va V3-bhiva 1 j 1 
h Ni h VirthirV/z  Vrtrhiái vaz hoo 2yz 
Legyen 29 / 0 tetszőleges. 
1/z—1/za  306—-T 1 § 1 
r1—ag —— Tro(r—gxo) Tro zozxo 23 


1 1 
Tehát az — függvény deriváltja —— . 
§ [3 


Az f(x) — [2? — 1] függvény mindenütt folytonos, az 1 és a —1 kivételé- 
vel deriválható, mert , ilyenekből van összerakva", azaz alkalmazhatjuk 
a megfelelő műveleti szabályokat. Megmutatjuk, hogy 1-ben a, differen- 
ciahányadosnak balról más a határértéke, mint jobbról, és ezért nem 


deriválható. A következő kifejezésekben feltesszük, hogy x 5 0. 
tehető fel?) 


fe ta  e[. . 


xr—1 xr—1 


Iz — 17 
3—1 





(2-4 1) 
2 haro1t 
-e-smr-o( haro 17 


Mivel a függvény páros, ezért —1-ben sem deriválható. 


Előbb megvizsgáljuk, hogy milyen b és c esetén lesz folytonos a 


. f 1—2)(2—-2) haz2—3 
ha — ( br--c szeti 


(Miért 
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függvény —3-ban. 


lim h(x)— lim (1— x)(2— x) — 20, 


x-z egb 1a—3 


lim h(x)— lim (br4c)——3b-c 
1a—3 


8437 
Így tehát a függvény pontosan akkor folytonos —3-ban, ha 
—3b -- c — 20 


A h(x) függvény akkor deriválható —3-ban, ha itt a differenciahányados 
bal és jobboldali határértéke megegyezik. Mivel a hi1(r) — (1—3)(2— 1) 
és a ho(x) — bz -- c függvény deriválható —3-ban, ez akkor teljesül, ha 
h1(—3) — ho(—3). 





kt ertejözgy e B-j-ejzáet  Hitöjeot 
h5(2) — (br c) —b 


Tehát a h(z) függvény pontosan akkor deriválható —3-ban, ha folyto- 
nos, azaz —3b - c — 20 és b — —9. A két egyenletből 


Megjegyzés: A feladat valójában azt kérdezi, hogy melyik egyenessel 
, folytatható balra" deriválható módon a hi1(x) — (1—1)(2— 1) függvény 
a —3-ban. Az érintőegyenes definíciója szerint ez az egyenes csak az 
érintő lehet, azaz 





b c— h1(—3)(x 1-3) 4 h1(—3) 


Az x — 0-át kivéve f(x) deriválható és f(x) folytonos, mert alkalmaz- 
hatjuk a műveleti szabályokat. Mivel 0 körül f(x) egy 0-hoz tartó és 
egy korlátos függvény szorzata, ezért lim f(z) — 0 — f(0) (lásd 3.2. ). 
4—; 
Így tehát 3.3. szerint f(x) folytonos 0-ban is. 
Az f(x) függvény 0-ban nem deriválható, ugyanis a 
f(2) — f(0) 


1 
9(z) — — sin 
x x 





differenciahányadosnak nincs határértéke 0-ban. 


1 

Az ábrán jól látható, hogy a g(r) — sin — függvényt , beszorítottuk" az 
x 

x és —T egyenesek közé. 
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Az f(x) függvény mindenütt deriválható. Az x — 0-át kivéve ez nyil- 
vánvaló. Megmutatjuk, hogy x — 0-ban a difflerenciahányados határér- 


téke 0. ú á 
lim 16910) — lim sin — — 0, 
730 3 vi rT60 bij 
1 
mivel a g(z) — rsin — függvény 0 körül egy 0-hoz tartó és egy korlátos 
függvény szorzata (lásd 3.2. ). A deriváltfüggvény 


1 1 
21sin— —cos-  harzÁo0 
111 16 
f(x) — 
0 har—-0 
folytonos, ha x -£ 0, de nincs határértéke és ezért nem is folytonos 
0-ban. 
1 
Az ábrán jól látható, hogy a g(xr) — sin — függvényt , beszorítottuk" az 
í6 


x? és —x? parabolák közé. 





Az f(2) függvény az 1 és a 2 kivételével folytonosan deriválható. Mind- 
két kivételes pontban folytonos. Számoljuk ki a , középső rész", a 
9(m) — (1— 3)(2— 3) — x? — 37 4 2 deriváltját és érintőegyeneseit 
az 1-ben és 2-ben: 


9 (2) — 27 — 3, g (1) — -1, 9(2—1 


e1(2)—1— a, e2(d—rT—2——(2— 7). 
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Mivel mindkét pontban a g(T) függvény az érintővel , folytatódik", ezért 
ezeken a helyeken is folytonosan deriválható az f(r) függvény. 


gs 


Ha f(x) — sinz, akkor 


sinx han — 4k 


han —4k--1 
fa) — cos, fm) ——sinz, fOD) — A nr hanc4kk2 





—cosr han-i4k-i3 


Ha f(x) — cos x, akkor 


cos T han — 4k 

— si han-4ki1 
VA szé 8 14 — — cos Tr, (n) - sinT 

Fa) Pista 771a) ág EÁ] —cosr  han— 4k-- 2 


sing ha n — 4k 3-3 





4.2 Deriválási szabályok 


P 6 0: Mivel f(x) — f(—2), ezért f(x) — f"(—x):(—1)— —f/(—2). 
A S BP: Legyen 9(2) — f(— 2). Mivel f(x) — —f(—a), ezért g"((T) — 
—f(—x) — f(x). Eszerint f és g deriváltja mindenütt megegyezik, 
ezért az integrálszámítás alaptétele szerint van olyan c e R, amelyre 





9(x) — f(2) - c, azaz f(—r) — f(x) 3 c. 
Mivel ez minden x-re teljesül, ezért z — 0-ra alkalmazva 


f(0—f(0tc S 0  c—-—0. 


P — OO: Mivel f(x) — —f(—2), ezért f(x) — —f(—a) :- (—1) — 
f(—2). 
0 —5 BP: Legyen például f(2) — 1-1. 
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Ha még azt is feltesszük, hogy f(0) — 0, akkor már igaz, hogy f párat- 
lan: 


Legyen g(x) — —f(—2). Mivel f(x) — f"(—2), ezért g((z) — f(—T) — 
f(x). Eszerint f és g deriváltja mindenütt megegyezik, ezért az integ- 
rálszámítás alaptétele szerint van olyan c € R, amelyre 


9(2) — f(x) Fe, azaz — f(—r) — f(r) - c. 
Mivel ez minden 3-re teljesül, ezért zt — 0-ra alkalmazva 


0— f(0 — f(0h-c S  c—0. 


(Er P — a 


f(arh)— f(a— h) 














kn 2h Ni 
— 1 (im (A E - 
2 h60 h h 
— 1 Im f(a3h)— f(a) , líim f(a) — f(a— h) 
" 2h30 hoo h NI 


—- (fr fa) — fr. 
0 — BP: Legyen például a — 0, f(x) — Iz]. 


Ellenőrizzük, hogy az adott pont rajta van-e a görbén! Ehhez az kell, 


hogy a függvény értéke az 1 helyen éppen 6 legyen: f(1) —19—2-12-- 
3:1--4-— 6. 

Az érintőegyenes egyenlete y — m(r— ro) 7-yo, ahol most xo — 1, yo — 6 
és m — f(1). 

A függvény deriváltja f/(r) — 372 — 4743. Innen m — f(1) — 2. 
Tehát az érintő egyenlete az adott pontban: 


y — 2(2— 1) 1-6, vagy másképp felírva y — 2x -- 4. 


4.56. J Legyen f(x) — VryrvT. Ekkor Dr — [0, 00) és Dr. — (0, 00). Írjuk 
fel az f(z) függvényt , törtkitevős" alakban: 


f(x) — ezaz - (e (2: gye) 2 
s (7 (ee - (ara) — 17/8 
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4.57. 


Így tehát 
7 7 
8 — — —1/8 sántst 
Gee 847 


Legyen f(2—VrtVrrt Vr. Ekkor Df — [0, 00) és Dr" — (0, 00). 
get 1 Ji Ji 
EE MENETET szált — (tr sz)) 


sin — Tcosx 











Legyen f(x) . Az értelmezési tartomány 


. coszT-brsing 


DrF—(x:cosztkaxsinz £0j—fr:ctgr A —r). 


Alkalmazzuk a hányados deriválási szabályát: 


(sin z — x cos x) (cos a 4 rsin r) — (sing — xcosx)(cos a 4 rsinr) 





f (2) — 


(cos xb rsin xr)2 


Kiszámítjuk a számlálóban szereplő deriváltakat az összeg és a szorzat 
deriválási szabályát felhasználva: 


(sinz — rcosr) — cosr— cosz b asinz — rsinx 


(cos -- rsinx) — —sinr-bsinr 4 rcosx — Tcosx 
Ezeket behelyettesítve: 


xsingx(cosr t rsinx) — (sinT— Tcosz)Tcosa 3? 


(cos x -k r sin x)? (cos x - r sin xr)2 


f(x) — 





A deriváltfüggvény értelmezési tartománya Dr. — Dr. 


Legyen f(x) — 47? tg(x? 1). Az értelmezési tartomány 





Dr - (22217 nő -Rt [4 0n-1)Z-1: nen]. 


f(x) — 122? tg(22 41) — 477(tg(x? 1)" 
A láncszabály szerint 
1 22 


t a 1 ú - . 2 E c 
ele 41) cos2(x2? 4 1) ü. cos2(x? 41) 
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Így tehát 
2x 


TÁRNA ÉSE SE ETT 





A deriváltfüggvény értelmezési tartománya Dr. — Dr. 
4.68. ] f(z)—a7—e7"T, Dp— Dr. — (0,00). 


f (2) — (27) — (elre — e7h2(lInr41) — r7(Inz- 1). 


es 
g 
mr 
I 
§ 
bo) 
Il 
S 
- 
TS 
3 
Il 
a 
alB 
ga 
9 
két 
Il 
ü 
28 
l 
ön 
2 





1 
4.74. f(x) — log4 — ss 
át 


B) InrV 1 
f0) — (ogy - (15) - a 


ln 4 





ÜATÁS a f(x) — log, 4 — me DF — DF. —(0,1) U (1, 00). 
mn4V ln 4 
1 ENE : ESEÓ zös 
f0) — (og. - (55) -— 


. shr—rchz 
. chrá4zxshr 
Alkalmazzuk a hányados deriválási szabályát: 


4.84. ) Legyen f(x) . Mivel a nevező sehol sem 0, DF — R. 


(shr— rchx)(chr 4 rshx) — (shr— rchrx)(chr 3 rshr) 


jea (chr trshr)? 





Kiszámítjuk a számlálóban szereplő deriváltakat az összeg és a szorzat 
deriválási szabályát felhasználva: 


(hr—xrchr)Y!—chr—chrz—zshrz——rshr 


(chr-txshr) —shr-tshr-trchr—2shr-rchr 
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Ezeket behelyettesítve: 


—xsha(chr 4 rshr) — (shr— xrchr)(2shr4rchr) 


Tb (chr trshr)? Ni 





2 a? — 2shz 
. (chr4arsha)2 


A deriváltfüggvény értelmezési tartománya Dr. — Dr — R. 


4.85. ] Legyen f(x) — 4xfth(x? 3-1). Az értelmezési tartomány Dr — R, mert 
chz sehol sem 0. 


f (a) — 122? th(x? 31) — 429(th(z? 31)" 
A láncszabály szerint 


1 22 


FEKET ch? (x2 1) dá cht(22 1) 





Így tehát 
2a 


F(2)— 2 th) ágy 





A deriváltfüggvény értelmezési tartománya Dr. — Dr — R. 


f(2) —loggz-cosz, Dr — Dr. — (0, 00). 


HA 2 COST 
Tél S a 


. §inz-F2lnz 
(E 2-1 - De — (0.00). 


— log 2 -sinz 


sinrt2lnx 


27 











4.96. ] f(x) —ln(sinz), Dr— Dr. —frx:sinx 5 0]. 


f(a) — SSE -ctge 


sing 





4. A DIFFERENCIÁLSZÁMÍTÁS ÉS ALKALMAZÁSAI — MEGOLDÁSOK 262 JJ 





4.97. 


f(a) — get cenztet  Dp-Dpz 1 :27 (nr 1 tgz o). 





x cos2 x 


f(a) — (at82)" Fe (eretgz)i — gxtgz (E kk ing ) 


Első lépésként keressük meg azt a c helyet, ahol a függvény értéke a — 2, 
azaz az inverz függvény értékét a a — 2 helyen. Ezt próbálgatással 
kaphatjuk: c — 1. Mivel a (0,00) félegyenesen az f(r) szigorúan nő, 
mert a derivált pozitív, ezért csak ezen a helyen lesz a függvény értéke 
2. Az inverz függvény deriváltjáról szóló képlet szerint 


Megjegyzés: Meg kell azt is vizsgálni, hogy van-e inverze az adott 
függvénynek. A deriváltfüggvény vizsgálatából kiderül, hogy az egész 
számegyenesen nem invertálható f(x), hiszen §/—2/5-ben lokális szi- 
gorú maximuma, 0-ban minimuma van, ezért nem szigorúan mono- 
ton. Mivel mínusz végtelenben végtelenhez tart a függvény, 0-ban pedig 
0 — f(0) a 2, ezért f(r) — 2 valahol —oo és 0 között. Viszont az 1-et 
tartalmazó (0, 00) félegyenesen f(x) szigorúan monoton növő, ezért itt 
invertálható. 


Mivel arctgz a tg zT függvény inverze, ezért 





(arctg r)" : cos? (arctg T) s 
1 úg 14 jet mm éz — ———  ————— 

i tg (arctg T) 5 1-4 tg?(arctgT) 
Mivel tg(arctg xr) — x, ezért 

1 
tg x) — 
(arctg 1) Te 
f(a) — arctg(sinx), Dr" —R. 
1 
f (2) — ——— - cosz — zs 


— 1dsimg — 1-4sinjz 
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4.109. 


4.114. 


4.119. 


4.123. 


f(a) — tg(arcsinx), Dr. — (—1,1). 








1 1 1 1 
7 E a - . E 
fa) cos2(arcsinxm) vV1—232  1— sin?(arcsinm) wv1— 22 
1 
(1— x2)V1 — 22 





j 1 . . TT 
25inr—1 2 BEA 2 edEloke e sIBETÉ tes 2 mT vV3 

61—r 6 LT 6 íj 6 
6 6 





1 
1 cos — — cos0 
lim n (cos 1) — lim Tt — —sin0—0 
n 


(ein — COST : estin 


sing 


(ese) és (cos a a ene j (cos? x — sin re 


4.3 Középértéktételek, L"Hospital szabály 


4.128. 





Ha f(r)—arctga, g(z) — arctg EE és h(z) — f(x) — 9(x), akkor 














1—g 
et meta a 
1—g (1— x)2 (1— 2)27 
estel. 14r) e 1 2 
90) — (meta ő) " a ÜT M-g 
(1— 2)? 
2 1 





(1—2)24(142)2 14227 
Ezért h(r) — 0 mindenütt, ahol h(x) deriválható! De mivel g(x) 1-ben 
nem értelmes, ezért h(r) sem, és így h(x) nem is deriválható 1 ben. 


h(0) — arctg 0 — arctg 1 — úr. 
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1ki mg o mg 6 3T 
lim h(x) — li tgx — li t zs ess 
im (2) Jim arctgz— lim arctg SALT TI 


Tehát h(z) nem konstans, mert h(0) A h(oo) — lim h(x). Viszont az 





integrálszámítás alaptétele alkalmazható a (—oo, 1) és (1, 00) félegyene- 
sekre. 


Legyen h(x) — f(x) — 9(x). Ekkor h(x) folytonos [0, 00)-n, A(x) 5 0, 
ha x 5 0, ezért a 4.8. tétel szerint szigorúan monoton nő [0, 00)-en. Így 
tehát 


0 £ h(0) — f(0) — 9(0) — h(z) — f(x) — 9(x), ha z 5 0. 


Keressük meg az f(x) — 1" — 52 4 2 függvény monoton szakaszait. 
f(x) — 5(a1— 1) — 5(22 3 1(a7— 1), 


f (2) 50, ha z € (—00,—1) U (1, 00), és f(r) c 0, ha z e (—1,1). 
Eszerint a függvény —1-től balra és 1-től jobbra szigorúan nő, (—1, 1)- 
ben pedig szigorúan csökken. 

A Bolzano tétel szerint f(xr)-nek van gyöke a három diszjunkt nyílt 


intervallumon. A szigorú monotonitás miatt mindegyik intervallumon 
pontosan egy gyök van, tehát összesen három. 


Mivel a határérték 00/00 alakú, ezért alkalmazhatjuk a L"Hospital sza- 
bályt. 








1 
. Ing)" ; s sing . 
lim ( ) — lim 55] e lim :sing — 0. 
2301 (ctg2)  zO0t 2O0t T 
sin? x 


1 
Tehát im —— —-0 
root ctgT 





1 4 
A Jim (etez — 2) határérték kritikus (oo — oo alakú). Írjuk fel a 
ra 
különbséget hányados alakban: 


1 cosxr 1 xrcosz—sinx 
ctg2 - — - : 
x sin o g xsinx 
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Erre a hányadosra alkalmazhatjuk a L"Hospital szabályt mert 0/0 alakú. 


. (1cosr—sing)  .. cosr— rsing— cosr 
lim ——— 7 — lim - — 
730 (rsinx) 130 sin 24 Tcosg 





. sing 
lim — 
rO0 SINT 


5-0. 








4 cos T 
TegÉrú 1 
Tehát lim ( ctgz— — ] — 0. 
60 4 Hg 


Hozzuk az exponenciális kifejezést e alapúra: 


B 


(1-4 2)" s: fen) a. Be j 


In(1 
Mivel lim Amstel — 1 és az e" függvény folytonos, ezért 
40 T 
s 1 1 
lm(14ax)"—e — e. 
rO0 





: 1/x 
A lim ő) határérték kritikus, mert 177 alakú. Alakítsuk át 
LL 


a kifejezést úgy, hogy alkalmazhassuk a lim (1-7 a)" " — e nevezetes 
To 
határértéket (lásd a 4.144. feladatot): 


sinT—g 
1 1) 


sing ) x2 sin7T—TYsinT—g 
LT LT 


Ez az exponenciális kifejezés már nem kritikus, mert az , új" alap e-hez 
tart. (Miért?) Számoljuk ki az ,új" kitevő határértékét a L" Hospital 
szabály segítségével (0/0 alakú): 


xr8 








. (8inr—gxr)! 1. cosrz—1 1 
lim — — lim —- 
230 (23) 3 To0 x2 
, .,. Ssn1—g il a 7 
Tehát lim — — — —-, és ezért 
rO0 x3 6 
1 





sak (s gáz 


rT30 Bé ja 


me 
ige) 
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4.148.] A határérték c0/oo0, alakú, ezért alkalmazhatjuk a L"Hospital szabályt. 





1 
ln gy - 2 2 
is BESE lg e AE sze ájág ES ző Ő 
1—oo (Va) xz-oo 1 Tao TT r—oo /T 
2/2 
lnx 
Tehát lim —— — 0. 
SES. st Vz 


4.4 Szélsőértékkeresés 


4.155.) Legyen f(x) — 1? — 127. Az f(x) függvénynek ott lehet abszolút szél- 


sőértéke (maximuma vagy minimuma) ahol a derivált nulla, vagy pedig 
a zárt intervallum végpontjaiban. Keressük meg a derivált gyökeit: 


f(a) — (2? — 123) — 317—12—0 
A két gyök: 
xi — —2 és m2 — 2. 
A [71053] intervallum esetén: 
f(—10)— —880, f(—2)— 16, Jf(2y——16, f(8)——9 
Így tehát a [—10; 3] intervallumon az f(x) — r3—127 függvény abszolút 


minimuma —880 az z — —10 pontban, abszolút maximuma pedig 16 az 
x — —2 pontban. 


A [0; 3] intervallum esetén: 
f(00—0, J/(2)——16, f68)——9. 
(Mivel a —2 nem esik bele a vizsgált intervallumba, ezért az itt felvett 


függvényértéket nem vesszük számításba!) 


Így tehát a [0;3] intervallumon az f(x) — x? — 127 függvény abszolút 
minimuma —16 az z — 2 pontban, abszolút maximuma pedig 0 azz— 0 
pontban. 


4.159. ] Mivel csak a téglalap alakjára (oldalainak arányára) vagyunk kíváncsi- 
ak, feltehetjük, hogy a befoglaló derékszögű háromszög átfogója 2. Az 


ábra jelöléseit használva, fejezzük ki z segítségével a, keresett téglalap 
T(1) területét illetve k(xr) kerületét. 


y—1-zx, 


T(2) ——21y—21(1— 1), k(a) —2(217-y)—2(171- 2). 
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A feltételek szerint 0 € z £ 1. Mivel k(xr) monoton növő függvény, 
ezért maximumát az x — 1 esetben veszi fel, ami egy elfajult téglalap 
(y— 0). 

A T(x) folytonos függvény maximuma (lásd Weierstrass-tétel) nincs a 
széleken, mert 7T(0) — T(1) — 0, ezért a maximum lokális maximum is, 
tehát itt 7"(T) — 0 (lásd a 4.9. tételt). 





azaz a téglalap egyik (az ábra szerint víz- 
szintes) oldala kétszerese a másiknak. 


Megjegyzés: Az f(r) — zá 





— a(1— 2) függvény maximuma a 
számtani és mértani közepek közötti egyenlőtlenség szerint a (0, 1) in- 


tervallumon akkor van, ha xr— 1— z, azaz T — 57 


Jelölje z a háromszög egyik befogóját és y a másikat, z pedig az átfogót. 
Akkor az átfogó z — 10 — 1, és a másik befogó 








y — V(10 — 2)2 — 12 — V100 — 202 — 2425 — 5x, 


a háromszög területe pedig 


T(2) 514 — rvV25 — 5x. 
Itt 0 £ x A 5 lehet, ezért a feladatunk az, hogy megkeressük a 7T(1r) 
folytonos függvény abszolút maximumát a [0,5] zárt intervallumon. 
A Weierstrass-tétel szerint van maximum. Mivel T(x) 2 0, T(0) — 
T(5) — 0, ezért a maximumot a (0,5) nyílt intervallumon veszi fel a 
T(x) függvény. De akkor ez a maximum lokális maximum is, ezért a 
4.9. tétel szerint itt a derivált nulla. Keressük meg a 71"(T) gyökeit: 














ÖT 
T" (2) —V25—5 —0 
4) 1 2/25—5T 
kosz ha szt a 2(25— 51) — 5 s. gi 
2/25— 51 3 
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Mivel a deriváltnak pontosan egy gyöke van, ezért a (lokális) maximum 
csak itt lehet. Így tehát 





1 1 
maxT-T ( 5) 0 50 50 


3 3 3 373 


Tehát a terület akkor maximális, ha 


10 10 20 
[zá eee ő ———-gy3, 2—— —2x. 
3 9 
Eszerint az adott feltétel mellett annak a derékszögű háromszögnek a 
7 
területe maximális, amelyiknek a nagyobbik hegyesszöge B 609, azaz 
a szabályos háromszög fele. 
Megjegyzés: A T(x) függvénynek ugyanott van a maximuma, mint 
a f(a) — Tt(r) — x?(25 — 57) függvénynek. Ennek a függvénynek a 
maximumát deriválás nélkül is kiszámolhatjuk, ha , ügyesen" alkalmaz- 
zuk a számtani és mértani közepek közötti egyenlőtlenséget. Tekintsük 


ugyanis az 
5 92 


háromtényezős szorzatot a (0,5) intervallumon. Itt mindegyik ténye- 
ző pozitív, összegük pedig 25, nem függ x-től. Ezért a szorzat akkor 
maximális, ha a, tényezők megegyeznek, azaz 


1 
57 —25— 5 S l5őxz — 50 T gb e. 








A henger felszíne és térfogata 
F—2rR?42mmR, V—mR?r. 


A térfogat képletéből fejezzük ki m-et és helyettesítsük be a felszín 
képletébe: 7 sú 

E F(R) —27R? 5.i 

Az F(R) függvény a (0, 00) nyílt félegyenesen van értelmezve, és itt vé- 
gig pozitív, 0-hoz közeli (kicsi), illetve o0-hez közeli (nagy) R-ek esetén 
F(R) értéke , nagy", ezért a keresett abszolút minimum egyben lokális 
minimum is. Keressük meg tehát az F(R) függvény deriváltjának a 
gyökeit: 


m 


Tv Fr AA 


2V 
t hd — —— -— — 
F(R) —47TR Te 0, azaz 27R TR 5 
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Tehát az adott V térfogatú egyenes körhenger felszíne akkor minimális, 


ha 
/V 
R— íj —. 
27 
Számoljuk ki az ehhez a sugárhoz tartozó magasságot, illetve a magas- 


ság és az átmérő arányát: 


b al ji Mg S s 1. 


xrR2 xx! 2R 





Tehát annak a hengernek a felszíne minimális, amelynek az átmérője 
megegyezik a magassággal! 


Megjegyzés: Annak belátása, hogy az F(R) függvénynek van abszolút 
minimuma még hátra van, az erről szóló fenti , okoskodás" semmiképp 
sem tekinthető bizonyításnak. Lássunk tehát egy korrekt bizonyítást: 
Legyen Fog — F(1) — 2773-2V. Mivel lim F(R) — lim F(R) — oo, 
ROOT? R—ooco 
ezért megadható egy 0 € a a 1, és egy 1 — b úgy, hogy R € (0,al, 
illetve R € [b, 00) esetén F(R) 5 Fo. A Weierstrass-tétel szerint az 
F(R) függvénynek van minimuma az la,b] zárt intervallumon. Az a 
és b megválasztása miatt ez a minimum az egész (0, 00) félegyenesen is 
minimum. 
Mivel ez a minimumhely nem lehet az [a, b] intervallum egyik végpontja 
sem, ezért ez egyben lokális minimum is. Itt tehát a 4.9. tétel szerint 
a derivált nulla. Ilyen R azonban az egész félegyenesen csak egy van, 
tehát ez a keresett minimumhoz tartozó sugár. 


Használjuk az ábra jelöléseit. A feladat tehát az O pontból eljutni a P 
pontba (a faluba) a ? ponton keresztül a lehető legrövidebb idő alatt. 


A partvonal teljes hossza zT 4 y — 


vV25 — 9 — 4, és így 
y(2)—4— az. 


Fejezzük ki 2 segítségével az O és ? pont, 
illetve a ? és P pont távolságát: 





09-V94y-V9-3- (44-22, 9P-a 





A távolságok megtételéhez szükséges idő 
órában mérve: 


t(a) — ty(a) - ts(a) — 5 5V9TUa— 2). 
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A t(x) függvény minimumát keressük 0 és 4 között. Ez vagy a vég- 
pontok valamelyikén felvett érték, vagy lokális minimum, ahol tehát a 
derivált nulla (lásd 4.9. ). 


1 1 4 — 
t(x) — ll -0 


5 2497 (4— 2)? 

25(4— 3)2 —4(94(4—7)?), 16(4— 2)? — 36 
3 5 
y-4—2— 5, 255 


A monotonitás vizsgálatával megmutatjuk, hogy a t(z) függvénynek az 





5 si; izzó 
10— 7 pontban abszolút minimuma van. 


2 1 1 
-£- 2 20, t(4)—- 50. 
ám ös ajá 


Mivel a deriváltnak csak az To-ban van gyöke, ezért a Darboux-tétel 
miatt a (0, ro) intervallumon t/(xr) 2 0, és így itt t(r) szigorúan csökken. 
Hasonlóan kapjuk, hogy t(x) szigorúan növő (ro, 4)-en. 


4.5 Függvényvizsgálat 


4.175. 


4.179. 


4.185. 





P — O: lásd a 4.8. tételt. 


P —6 O: [Legyen például f(x) — rt, a — 0. 


0 — BP: Lásd a konvexitásról és derivált kapcsolatáról szóló tételeket. 


Keressük meg f(x) gyökeit: 
f (a) — 42? — 122? 4 82 — 43(x? — 3732) — 41(r—1)(r— 2) — 0, 


xi - 0, x2 7-1], xz — 2. 
A derivált tényezőinek az előjele, és így a derivált előjele könnyen kap- 
ható az egész számegyenesen: 
-— Ha r c 0, akkor f/(xz) a 0, és ezért f(r) szigorúan csökken 
(—oo, 0)-ban. 


-— Ha 0 c x c 1, akkor f(x) 5 0, és ezért f(x) szigorúan nő (0, 1)- 
ben. 
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-— Hal c x — 2, akkor f/(xz) a 0, és ezért f(x) szigorúan csökken 
(1, 29-ben. 


— Ha 2 c x, akkor f(x) 5 0, és ezért f(x) szigorúan nő (2, 00)-ben. 


A monoton szakaszok találkozásánál lokális szigorú szélsőérték van, 
mégpedig 


— 0-ban minimum, 
— 1-ben maximum, 


— 2-ben minimum. 


y —-e" 4xe7(—1)—(1—2)e". 


Keressük meg a derivált gyökeit. Az (1 — xr)e"7 — 0 egyenletből kap- 
juk, hogy z — 1, ezért a függvénynek csak a c — 1-ben lehet lokális 
szélsőértéke. 

Mivel y(x) 5 0, ha x — 1, és y(xr) c 0, ha x 5 1, ezért a függvénynek 
lokális szigorú maximuma van és itt az érték e7!. A függvény további 
vizsgálatából az is kiderül, hogy ez egyben abszolút maximuma is a 
függvénynek. 


rtl 


Az f(x) — z értelmezési tartománya R, mindenütt akárhányszor 
x 





deriválható. 





3 xri1 . :t1 
lim ———  — lim 
1— c0 17 32 x c0 17 32 


ra n1- 2? —21(m-11) 1-—271-—-a?  (x—1)(r— 2) 
f(1) — 1422) INGET L NÉ (13 72)2 


ahol xi — —1— 42 és x2 — —1 1 vV2 a számláló gyökei. 


z 0. 

















nya - (—2—271(1 32)? — 43(1— 22 — 2?)(1-t 2?) k 
J (2) 7 (1 - 22) e 
Hl 2 Hz)(1-- 23) 4 22(1 — 22 — 3?) u 

(14 32)? 
23 4 327 — 32—1 
Tara 7 
a íz X1 (2 X2(x X3) 
1722) 























ahol XI — —2— V3, X2 — —2--V3, X3 — 1 a számláló gyökei növekvő 
sorrendben. Az első derivált előjelének vizsgálatával kapjuk, hogy 
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— f(x) szigorúan csökken (—oo, r1)-ben, 
— x1-ben szigorú minimum van, 

— f(x) szigorúan nő (21, r2)-ben, 

— xo-ben szigorú maximum van, 


— f(x) szigorúan csökken (T2, 00)-ben. 
A második derivált előjelének vizsgálatával kapjuk, hogy 


— f(x) szigorúan konkáv (—oo, X1)-ben, 
— f(x) szigorúan konvex (X1, X2)-ben, 
— f(x) szigorúan konkáv (X2, X3)-ban, 
— f(x) szigorúan konvex (X3, 00)-ben, 


— X1, X2 és X3-ban inflexió van. 


4.206.] Az f(x) —1— 92 — 61? — 2? függvény egy harmadfokú polinom, akár- 


hányszor deriválható R-en. Mivel a főegyüttható negatív, 


3 3 


— oo, lim 1—927— 67? — r? — —oo 
T-—pOO 





lim 1—92—63?— 2 
14—4—BG 


Számoljuk ki az első és a második derivált 
gyökeit: 


f(x) — —9— 122 — 31? — 0, 


T1 — —3, 12 — —1. 


f"(2)——12—6r—0, XI — —2. 





Az ábrából kiolvasható, a deriváltak vizs- 
gálatával pedig bizonyítható, hogy T1- 
ben minimum, x2-ben maximum, X1-ben 
pedig inflexió van, (—oo, —3]-ban csök- 
ken, [—3, —1]-ben nő, [—1, 00)-ben csök- 
ken, (—oo, —2]-ben konvex, és (—2, 00)- 
ben konkáv a függvény. 








4.6 Elemi függvények 


4.227.] 22 — 21082100 109. 
s V3 om ú 
arcsin HON 7 2 60 hb 
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4.231. ] arccos(cos(9r)) — r (és nem 97). 


tg(arctg 100) — 100. 


2 
4m, tg z-nek pedig a 37 periódusa. 


Az f(T) — cos té tg 2 periódusa például a p — 127, mert cos 2 nek a 
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Az egyváltozós Riemann-integrál 


5.1 Határozatlan integrál 


f(x) — 23 I): (0), f(x): (5. 
fa) — 2 fa): (4), f(x): (0). 
TGjaté elése f(x): (5), f(x): (A) 
12) — tgz fa): (4), f(x): (D). 
f9-e f(2):(1), (a): (B). 


Előbb alakítsuk át az integrandust: 


v 2 : . 
(sin z -- cos r)" — sin? z 3 2 sin z cos z - cos? xr — 


1-3 2sinrcosx — 1--sin27. 


f ez cosa)? dz— [1 sin20)dn— (da / sinZzde — 


2 
sagpazó hag 





5.8. je dx — jlői 30 











5.10. 17 dr — —51n(z— 7) 4C 
T—T7 





cos2x 





--3s5inT tl 





ol L248 fs 2 4 3cos x dx — — 





5.14. jére dx — 282 Te 4 


u 1 32? 1 f (2371) 
5.16. zZ zZ z 
167 fee 3] r31 €éz 


ka 


KE EE 
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Isateá Tt earl] re 


5.28. 


vV2 


Bontsuk parciális törtekre az integrandust: 


3 5. A B 
(r43j(r42) 2342 243 





Szorozzuk be mindkét oldalt a baloldal nevezőjével: 
3 — A(z 13) 4 B(z 3-2) 


Az együtthatók összehasonlításával lineáris egyenletrendszert kapunk 
A-ra és B-re: 

3A 4 2B — 3 

A tt B — 0 


A-—-3, — B——3 





Így tehát 
3 3 3 xr-t2 
[EJTI jú I e lé j SS 


Az integrandus nevezőjének nincs valós gyöke. Első lépésként szaba- 
duljunk meg a számlálóban az , r"7-es tagtól a nevező deriváltjának a 
, becsempészésével": 


1-2 1 f (21—2)—2 
dai: — di 
[A 7 51 SZe 7 
1 27 — 2 1 
a EE ET j Hm ver: Üú 


A jobboldalon az első integrál f"/f alakú, és a nevező pozitív, ezért 




















24 —2 
—— — — — da — In(x? — 2 7-6) £ C. 
J 2—3 6 x — In(x rT46)4C 


A második integrált visszavezetjük az 








1 
17-t 
négyzetté kiegészítés módszerével: 


1 1 1 1 
[ezászate [ezett ő] 7 15). Mi 
- 








darelóg 40) 
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Így tehát 


4 C. 





x— 2 1 
dx — -In(x? — 27 4-6 
[A-t a In(z xt 6) — 


deal) 


Írjuk fel az integrandust egy polinom és egy valódi (számláló foka kisebb 
a nevező foknál) racionális függvény összegeként a polinomok maradé- 


kos osztásának segítségével: 





379 427—1 3 3 232 -- 17 3143. 237417 
- 3277 t — ENSSETST MENTES 
32 —xr—6 32 —-xr—-6 (z— 3)(T1 2) 
37? 427—1 237417 
—————  dr— [(3 3) d ———————  — d 
J 32-37-6 fer ) KE ű 


A jobboldal második integráljában szereplő racionális függvényt bont- 
suk fel parciális törtek összegére: 


2324 17 A B 


(z—3)(2 1 2) " 2—3 I r32 





232 3 17 — A(z 3-2) 4 B(z — 3) 


A 4 B —- 233 
2A — 3B — 17 


Az első egyenlet háromszorosát a másodikhoz adva: 








5A — 86 
4-8 8.8 
5 5 
31? 427—1 86 1 29 1 
S—— — dr - 3 dat — 
J 32—y—6 ú8 f62-9dna 5 151 5 1- j 
3 86 29 
— 794324 — In]z 314 -— hnlz-42]-FC 


Bontsuk parciális törtekre az integrandust: 


Íl 4. B. € 


ezi t t 
ti z 237? a2xt1 





1— Ax(r-41) 1 B(rt1) 4 Cx? 
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5.54. 


Ha zx helyébe 0-át helyettesítünk, megkapjuk B-t, —1-et helyettesítve 
pedig megkapjuk C-t. Ezek segítségével pedig A-t: 


A — 


—1, — B-l, 








1 1 1 1 
[et fás f sar [77 -m 





PE [E af 1213 f : 
r—1 r—1 TX — 


€-1 


T-t 





—r-43ln]Iz—1]4C 



































" 


] 47 — 


dx — 


dx — 


fi r-42 d -2 [ Si k 
mid i2 2] raz 
1 1 
— —In(x? 4 2272 
a ar 98-42 1 
1 1 
— — In(z? 4 22 7-2 
7 ie lá MESEEE 
1 
— 7 In(z? 3 2r 4 2) - arctg(z 41) OC 








1 — cos2x x — sin2x 
T 2 dr — —5tg(1—23)4-C 
cos2(1— a) 8 i 





Hg [ 
szsát ata tál lsz íy; 7ESEBE 


cos? x 


cosZ mr 


Itt felhasználtuk az 5.50. feladat eredményét. 


da — 23 — sin21 1tgztC 
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Legyen f(x) — x, g (2) — cos xr. Ezzel a szereposztással 


f/7ooszda— zsma ( smadr— zsinakcosz 4 C. 





fdegzdn— f1-arctgada — zaretga— [15 s 


1 2x 
— garctgT— 5 TESZ 


1 
— rarctg T — 5 n(1-7- 17) FC 

















x? 1—32—1 1 
-h eze [5 -s- [at 


1 1 1 1 1, 172 
ss ! -—-] HO 
f7at (s 1) 271-g 


ss 1 sz 32 
Felhasználtuk, hogy az eredeti integrandus csak re. 5 0 esetén ér- 
—g 





telmes. Így tehát 


14g 1 ; 14g , 1 1-4g , 
fee s Bnegir ti 5aT—ztő 





t — 27, dt — 21 dx 


2 1 2 1 t 1 , 1 2 
mú — — Hi — — t — ; sze a 
[e dx 5 [27 dx 5 d 5 c 5 c 
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o Tfl59o 
te cost, dt— —sinrdrx 
7 3 da- [E dr — j —sing je 
sing sin x 1— cosZ x 
1 1, 1—t 1, 1—cosa 
sz dís —1 C — - In ——— 
1 d nad en Iabal 
Itt felhasználtuk az 5.68. feladat egy részeredményét és azt, hogy [t] c 1 
1—t 
iatt — 5 0. 
mila 1 Gt t 
5.79. 
x— sint, dx — cost dt, t — arcsinx 


[aa 


1 
d 
)JV1— 32 " [ada 


1 





cost dt — 


1 
zi dt — tgt 1 C — 
fa 8 


sint 


t—xr"4xi1, dt — 22371 


e Aze 
V1 — sin2t V1- 22 


Ep 


fe 1 dja kás Je dt—et4r0— eztet Og 


! 


(dt 


ts e, zs int, dx 3 





eg 2 (e dt T t-2 
———; dx — : — — 
e7 2 e2z ti t t2(t 3-1) 


Bontsuk parciális törtekre az integrandust: 


! 


t-- 2 


211) 


tr2 A B  C 


E(t41) t 8? ti1 





t42— At(t3 1) 4 B(t41)- CE 
A — -1, B: 2, Gzz1 


t t€ til 


dt 


üt. 3. A ör. pad 
a- ((-2 gt x) 47-én Ze 
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t--1 
Felhasználtuk, hogy — 5 0. Elvégezve a visszahelyettesítést 








732 2 741 
[E dx — area HC — —2e€ 7 $ln(14e")trC 


ez 3 e2z ez ez 


5.91. 











JEs Gei an - 5 [(— —) da — 3 In 











1 1 dx 1 chaz 1 
dx — s dx — tgsh c 
HE ij si 57 aa 27 a mes úm 


2 


2 KE KERES e 2 ező TE 
fe 1) da [d In(z7 4 1) dz — x1n(x? -- 1) 2 zt 


72 331)—1 
[77 [559 d1- 2 aretgz 4 


fe --1) da — x1n(xr? 3-1) — 272 4 2 arctgz 4 C 


f sin(x? -- 1) dx — je - 1 sin(x? 4 1) dx — — cos(z? 41) CO 


HE d 1 2 ga JA festo ÜsŰ 
44 r— É .— hi — 
1-- ez ez 1 t41 


ahol t — e7. 





22 
fsz elet) C 
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3 2 2 
fordmaan- (5 5) e E 5) dx — 


xx gy a? gy 
- 1 ; 
4 3 5 ) nx c 














Il 1 
—2x Mi (—21n3)az Es 3 (—21n3)az ! sz —2x ! 
HE dx [e dx 23 c 53 c 
5.119. 
t—t dt a d. cos? sin? ca 
Fi szé Aú irj 1 -— ————— Jt a SS 
zet coszg 7 1-4 t2" 178 





1 1 1 (t2 4 1)? 
— — — dr — : dx — [ — — dt — 
J si édoság hi sin zrcoszm  coszg Hi 2 
1 e 1 
- [(22 5) dt — — 1-2t——- 10 — 


te3 
7 kl t2tgr—ctgrtC 





5.2 Határozott integrál 


5.124.] (a) A £ finomítása az F felosztásnak. 


(b) A $ nem finomítása F-nek, mert 1, 5 nem szerepel a $ osztópontjai 
között. 


Az F sem finomítása $-nek, mert —1 nem szerepel az F osztó- 
pontjai között. 


55—-—1:-1-0-1-44-4— 15, Sa ——2:1—1-130-4——3 
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5.131. ] Igen, mert f(x) folytonos (és monoton). 
5.135. ] Nem, mert f(x) nem korlátos [0, 1]-en. 
1 
5.140. J/ Legyen f(x) — FENE Ekkor z € [1,2] esetén 0 a f(x) — 1, és így a 
x e" 


5.138. feladat szerint 





2 


0-0.-2-ns f j 


Hi e 


5.144.) Mivel minden integrálfüggvény folytonos, sgnxr pedig 0-ban nem foly- 
tonos, ezért sgenxz nem lehet integrálfüggvény [—1, 1]-en. 


A Darboux-tétel szerint sgn r-nek nincs primitív függvénye (—1, 1)-en. 


. 1 2. e .Nn 
sin — 4 sin — -k : : : 3- sin — 
5.146.] A c, — z ke 2 integrálközelítő összege az integrál- 


n 
ható sin r függvénynek a [0, 1] intervallum egyenletes felosztásán, ezért 





sb zo 2 . n 5 
sin — -- sin — -t : : : 4 sin — 
On — A 17 2 ) fdnadn—1— cos1 


n 





[0 








1 1 
2rsin— —cos—  hazÁo0 
xg x 


0 har—0 


Mivel TI 
2rsin—-  hazÁo0 
87 


0 har—0 
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folytonos mindenütt, ezért van primitív függvénye, de akkor az f(T) 


h(x) — 9(x) függvénynek is van primitív függvénye. 


Tr 
1 
5.158.] Mivel lim mé tö 00 és lim — dt — oo, ezért az 
300 lnr rooo ] Int 
2 


T 


dés 


í 1 
Ta 


ek 





— 1 
x Int 


2 


tz 
In 


hányadosra alkalmazhatjuk a L"Hospital szabályt: 


lim 
4—töÚ 


x-sint, 





1 





Inx hhz Ing 
5; [matt dés mez set 
ln 2 





1 — cos2x 
d p—i 
xrdx T 2 
—-—2T 
dx — cost dt, 








ll E. sin2r1" e 
tel a]. " 
1. . TT V3 TT 
27 sin § 2 — sin 
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V3/2 3 7/3 





] MENG ZSEB d. s BMŰt cost dt 
tt sm 
fa V1— a? JA V1-— sin?t 
7/3 
J És t sin] 
s sin t dt — [— — — — 
2 4 m/6 12 
T/6 


(lásd az 5.50. feladatot). 


1 T V3 TT 
t-t — arctgt, — dz— — tg — — — tg5 — 00 
g 2, 7 — arctgt, T dt" 85 37 85 


mr/2 


J ez d fi : illa hi SM zEtsmé dl HE 
Lt E ism esz 
17-tgxz (140(138) 2 t4t1 148 


7/6 V3/3 V3/3 








5: [ 17-t élei 1] 1, 1443 Tr 
sz sz IA Ha I n t 
2 V1-t 8 43/3 2 2 6 








5.3 A határozott integrál alkalmazásai 


5.177.] Számoljuk ki a parabola és az egyenes két metszéspontját: 


r——r12, xi — —2, r.—1 


A két metszéspont között a —x - 2 egyenes a , nagyobb" 


2 x3 


1 1 ú 
T — [212 e) dx — [6--e) dx — 7 — . — ai ks z 645 


stk —2 


T- fmzda — [dn$—r]f—1 
1 
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5.185.] A két metszéspont: 


1 
1-4 a? 


1 
1 x? 237 Tr 1 
T JA 5) ax [eret I. 273 


—-1 


4 
5.189. Egy ilyen parabolaszeletet kapunk, ha tekintjük az y — m ( — 37) 


parabola és az z tengely által határolt síkidom területét. 





2 
7? 3437 —2—0, 71-— 7-1, 127 1 





Wa 4 4 aj hy. 2 
Ta I rt-s2) da — m[2— se] -m(h- 5) ám 
sál ag —h/2 


5.192.) Itt 2 292? 


o 


T/6 
T — 





ű 7/6 

1 2 11 sin6p T 
Ez dssz 2 ez: 
2 J ja ás ám ÉS 6 lás 8 
—r/6 


TT 


in2 TT 2 
vV-r fsmad-r [5 kiss 7] El 





2 4 
0 


m/2 


1 
V-r f arcsin?ydy—r [27 cosad 
0 0 


Számoljuk ki kétszeres parciális integrálással a J x? cos a dx határozat- 


lan integrált: 
je coszdr — 3? sin z — 2 zsinad E 


— 23 sinn 4 20005 — 2 coszdr s 


— xsinx 4 23 cosr— 2sinx 4 C. 
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Ezt felhasználva 


T7/2 
2 2; . ag/2 7? 
v-rfz cos rda — Tr [7 sinx -F2rcosz — 2sinz]/ sg mt 
0 


1 1 
1- [va dőzdn— f had — [ehe]! , — 25h1 
—1 


—-1 


5.4 Improprius integrál 


Ha c - 1, akkor 


ső 1 
ége a. e ai hac51 
xe 1—eE zt]; 


1 00 hacc1 








Ha pedig c — 1, akkor 


je el 


1 
Tehát az J — da improprius integrál akkor és csak akkor konvergens, 
x 


1 
hac5 1. 





2-ej 1 
9a-k — h— 
T 48 53]. 8112 
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5.227. 


5.231. 


5.235. 


5.247. 


d 
divergens. 


fi 8 


Az 5.220. feladat megoldása szerint j 
g 
1 








1 
st [arcsi is 3 
———— — [arcsin E — 
vV1— 22 70 2 
0 
JT dx 2 J dx s 
00 
Vad a? 2? 
1 1 
(lásd a 5.220. feladatot). 
42 
Az szgk függvény Riemann-integrálható [0, 1]-en (mert a nevező 
241—-gx 
too a 
nem nulla), ezért elég megmutatni, hogy az J : dx impro- 
24—x231 


1 
prius integrál konvergens. 
2? 1 
Mivel az f(z) — ——-— és a g(z) — — függvény nagyságrendje 
xr4t—xr2 3-1 ús 
oo 


d 
azonos (a két függvény hányadosa tart 1-hez a oo-ben), T 5 pedig 


1 
too 


konvergens, ezért a nagyságrendi kritérium szerint sag űrt 
7 vszlzzet vágtáz ue 
1 
is konvergens. 
7/2 7/2 
. ; dx ENNÉSS , de . 
Mivel sing  x a 0-ban, — pedig divergens, ezért —— diver- 
T sing 
0 0 


gens. 
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Numerikus sorok 


6.1 Numerikus sorok konvergenciája 


A véges geometriai sor összegképletét használva 


n 





1 n--1 
1 1 1 19" 1- (3) 1 
m-tezegtety-D( ) s. -2(i J—2 


Sz 
57 


il 


6.15. 


6.16. 


2 4 27 
k—0 





n 




















Mivel a tagok nem tartanak 0-hoz, ezért a, sor divergens (lásd a tagok 
0-hoz tartásáról szóló konvergencia kritériumot). 


Ha A jelöli a végtelen sor összegét s, pedig az első n tag összegét, akkor 


Sn — A, Sn—-1 — A, dan — Sn — Sn-1 0. 


Megmutatjuk, hogy a harmonikus sor nem teljesíti a Cauchy-kritériumot, 


1 
mert az € — 5 esetén nem található ,, jó" küszöbindex: 


sz E sz Es se oo ssel É 1 1 
Mn meg ET ny2 2n 9n mm 9 "an 
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6.21. ] Nem, például a harmonikus sor divergens, de tagjai 0-hoz tartanak. 


je el 


a 1 1 
6.27. ] A pa sz pa MOES) sor részletösszegei úgynevezett teleszko- 
si 





n-4n? 


pikus összegek: 





- 1 fd 1 1 
pek Sze ga — —-— —— ]-—-1-— 601. 
? 2. 57 Fr) n§1 


je el 
da § ús 
Mivel az ] Ja improprius integrál divergens, ezért az integrálkritéri- 
ú7 
1 


(e el 
um szerint a y 
n-1 


i 
avn 


sor is divergens. 


; ; § 1 1 
Használhatjuk a majoráns-kritériumot is, mivel —— 2 —. 
n"n 


2, sin(nm) - Y0 -0 


nil 


Nendereséldédk cári ez 


Ha viszont feltesszük azt is, hogy an 5 0, akkor a majoráns-kritérium 
oo 


, kontra-pozitív" verziója szerint y bn divergens. 


ni 
6.2 Pozitív tagú sorok konvergenciakritériumai 


1 c 1 
(6.43. ) Mivel az integrálkritérium szerint (az —--re alkalmazva) a y —z SOT 
£ 1n 
Az 


je el 
konvergens majoránsa a ——— ——— Sor is 
8 J Se TA n244 


ni 


oo 
sornak, ezért a y 
—1 


konvergens. 


Láda hásskükütáánsaek 
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anyi ETNA D nt 3 , 3 51 
an — (nARDPt1 3nn! (1-41/nr ef 7 





fe el 
3"n! 
Ezért a y —z Sor divergens. 
n 


n-1 
6.50. ] Lásd a gyökkritériumot. 


6.53. 





A pa G -k -) sor konvergens. 
ni 


c n234 § . 1 
A y STGTEGTS sor nagyságrendje az 
ni 


nr4 1 0 (2i4mn s 4 
na3n n2 — n143n 








szzti an? 
és a y — sor konvergens, ezért a y sor is konvergens. 
n? " nt 4 3n 
a 5! 


nisi 


Nem, még akkor sem, ha f(r) monoton csökken. Legyen például f(r) — 
5e-7t1. Ekkor 


00 li jető 1 e 
—xr-Tt1 szaz —xr-t1 Bet —n--1 az ezé 
fe da — [ 5e ] 5, 2570 ET íje 5—g 75 


1 


1 ii 1 
Az f(x) — függvény deriváltja f/(7) — — dl 20, ha 2 2, 
x:lnz nai trigis a 


tehát f(r) monoton csökken és pozitív az [2, 00) félegyenesen. Alkal- 
mazhatjuk erre a függvényre az integrálkritériumot: 











je el 


1 0 
[ze 7 Iln]n 2] 00, 
2 





a 1 
ezért a y sor divergens. 
:n Inn 
TIE. 
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és 1 szert RK Gszt) 
ZAN ZO B 





je el 
1 
tehát pa divergens (majoráns-kritérium). 
nai 


ntyn 





00 2 
tehát pa 57 konvergens (gyökkritérium). 
nsi 


10 2n10 


1 
6.80. 31 an z an? ha 27 x 29 ami valahonnan kezdve igaz. A 








2 (0) 
pa 37 sorra alkalmazva a gyökkritériumot 


n:1 


n/2n19 V2(xm) E E 
ga 3 357 





09 10 
ezért a y ——— — sor konvergens. 
3n jműr 2n 
n:1 


a2zai3 S/2V 6139" 2 3 
2 -x5 S3) sztar 


nel 





A sor tagjai nem tartanak 0-hoz (konvergencia kritériumok): 


1 
1-—-—6 170, 
n 


— 1 
tehát a pa ( Ha 5) sor divergens. 
n 


n7-1 
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6.3 Feltételes és abszolút konvergencia 


Nem igaz, például legyen an — (—1)". 


je el 


1 1 1 1 1 
6.104.] Az 1— a 3 1 tt: Pa e) las Leibniz-sor, mert a mono- 


n-1 
ton csökkenően tart 0-hoz, tehát a sor konvergens (de nem abszolút 
konvergens). 


CEE 117 ÖEek 








de tagjai nem tartanak 0- höz: ; 1-7 4. ezért a sor divergens. 


6.114.] A Si ús TI sor konvergens, mert Leibniz-típusú, de nem abszo- 


tút Tösgétén 


je el . 
s 
6.120.] A y ÉSÉT sor abszolút konvergens, mert 
ni n 





sinn 
72 
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Függvénysorozatok és sorok 


7.1 Pontonkénti és egyenletes konvergencia 


TAT 


7.18. 


7.23. 


Az fn(x) — 2" függvénysorozat a (—1,1] intervallum pontjaiban kon- 
vergens, másutt divergens. 


lim xr" — 
1—-öG 


0 halzxa1 
1 ha:r—1 


Minden —1 € a a b c 1 esetén az [a,b] intervallumon egyenletes a 
konvergencia, mert 


max (Iz"] : z € [a, b]l) — (max (lal, Ibl)" — 0. 


Mivel a limesz-függvény nem folytonos (balról 1-ben) a (—1, 1]-ben ezért 
a 7.1. tétel szerint a konvergencia nem egyenletes az egész konvergen- 
ciatartományban. 


Az fn(2) — V1- 2?? sorozat pontonként tart az egész számegyenesen 
a konstans 1 függvényhez. Minden korlátos [a, b] intervallumon egyen- 
letes a konvergencia, mivel 1--r?? korlátos [a, bl-n. Mivel minden n e N 
esetén 


lim fn(z)— lim V1- 22? — oo, 


azaz fn nem korlátos, ezért fn nem egyenletesen tart a korlátos f(x) 1 
függvényhez R-en illetve (0, 00)-en. Az fn(x) függvények párosak, ezért 
a konvergencia a (—oo, 0] félegyenesen sem egyenletes. 


Minden x € R esetén lim fn(r) — 0. Ez a konvergencia egyenle- 
n-oo 
tes minden olyan intervallumon vagy félegyenesen, amelyik csak véges 
1 
sok — alakú pontot tartalmaz, de minden b 5 0 esetén a, (0, b) inter- 
n 


vallumon (és minden ilyennél bővebb intervallumon) nem egyenletes a, 
konvergencia, mert az c — 1/b-hez nincs jó küszöbindex. 


Igen, legyen például gn(zr) — fn(x) 4 5, ahol fn a 7.11. feladatban 
szereplő függvény. 


d ds e 
(a) 0 e im FL FlO)  gg VRENE 


xra0 ú z60 
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szi) ÍR TD pe 
8] De b 
9524—H— 
n n 


1 
(b) lim f(x) — lim 4/22-— — Va? — Iz]. 
n-oo n-oo n 








(e) [fal — lelt — fo 2-1 - —1— s 160. 


Í s 
4224 — 4 [d] 
n 


(d) Mivel a bal- és jobboldali deriváltja nem egyezik meg (—1 illetve 
1), Iz] nem deriválható 0-ban. 


7.25. 





n 
jezzk si 


1 1 szi 1 es 
[fn(2)l — n2 a nigan s 2 ba na nizön — ba ma 5 09. 





je el 
-1)" 
A bő C c. sor egyenletesen konvergens a Weierstrass-kritérium sze- 
n7-1 


ű 
rint, mert 


1 


SL, — — G 00. 


r412n 























oo 
cos na 
7.35. ] A Weierstrass-kritérium szerint pa egyenletesen konvergens IR- 
eszt n! 2" 
en, mert 
cosnx 1. 1 és. 
zL £ —, — 2 00. 
n! 42817 n 427 7 ön! 28) 


7.2 Hatványsorok, Taylor-sor 


fe el 
! 
7.42. ) Számoljuk ki a pa ak hatványsor R konvergenciasugarát. A 7.3. 
n 
nb 
tételt használjuk: 


dni (nAD! ne 1 1 


an — máEDE  n ( 1) e 
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7.48 


7.54. 


7.64 


JA 


7.66 


7.72. 





n n 
Ismert (Stirling-formula), hogy elég nagy n-re n! 5 CÉ) , és ezért 
e 
a konvergenciatartomány végpontjaiban, e-ben és —e-ben a sor tagjai 
nem tartanak 0-hoz: 


n! eXn 
Mas fójésk 
n 


ha n elég nagy. 


t/lanl — Vn2 — (1? GC 1, R —1. A végpontokban divergens, 
mert nem tartanak 0-hoz a tagok. 


1 1 1 
erga 7 va x 2 R — 2. Tehát a konvergenciatartomány belse- 
je a (—7, —3) intervallum. A jobb végpontban divergens (harmonikus 
sor), a bal végpontban Leibniz-sor. 


n 





1 1 1 
mm 3 977 2 37 R — 3. Tehát a konvergenciatartomány bel- 
seje a (—3, 3) intervallum. A jobb végpontban divergens (harmonikus 
sor), a bal végpontban Leibniz-sor. 


n 








anal ((n4DDZ mt (ni E e eezá 
al" nzai td" tnipenra za t8st 


A pa ax" hatványsor konvergenciasugara 1, ezért a tagonkénti integrá- 


n7-0 
lásról szóló tétel szerint igaz az állítás. 


2 SE. átt 
ír 5 úi x 
ArTt—tT—-T--: y — hatványsor konvergencia sugara 1. Je- 
2 3 manh 


lölje f(r) a hatványsor összegfüggvényét a (—1,1) intervallumon. A 
tagonkénti deriválásról szóló tétel szerint 





oo n—1 je el oo 
7 M n:1 MI n-1 § ORR 1 
gek áss e 

n7-1 n7-1 k-0O 

így tehát f(x) primitív függvénye az Í függvénynek, és f(0) — 0, 
—g 

ezért 

f(2) — —Iln(1 — 2), —-1c€xc1. 


Megjegyzés: Mivel —1-ben a sor konvergens (Leibniz-sor), ezért az 
úgy nevezett Abel-kritérium segítségével belátható, hogy a fenti képlet 
—1-ben is érvényes. 
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7.76. 


Felhasználva a geometriai sor összegfüggvényét 


1 
9 (sin z)" — — — ,ha lsinz]lA£1 , azaz 175 tkm,keZ 


1 
(——— ao 1, tehát R— 1. 
n(n 7-1) 


rtl 


n(n 7-1) 





. Tagonkénti deriválással g" (7) — 


Legyen 9(x) — x-f(2) — V 


szi, 


D18 


xx 
1. 


n:1 


j s — 1 
Ujabb deriválással g"(x) — y ai — y at — TT 
— a 
szi k—0 





1— a 
zt (1— x) (1 — 2). 


Ezért g (Tr) — J : dr — —]n(1— 1), 9g(r) — - fa — r) dr — 


1—2 





Így tehát  f(r)—1- In(1 — 2), ha Iz] — 1. 


1n7 1, tehát R—1. 


Legyen g(r) — "AGE pa na7-1. 

§ n:1 
Legyen h(x) az a primitív függvénye g(r)-nek, amelyre h(0) — 0. Ezt 
a függvényt a hatványsor tagonkénti integrálásával kaphatjuk meg: 


sz 1 mm, 1 
h sz zzz 1 ed há -h — — — 
(2) 2, x Ev 1—z [99 tehát g(z) (2) eg 


ezért 





f(x) — 292) — T-g 
t/n(ín41) 1, tehát R— 1. 


Legyen 9g(r) az a primitív függvénye f(r)-nek, amelyre g(0) — 0. Ezt 
a függvényt a hatványsor tagonkénti integrálásával kaphatjuk meg: 
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7.93. 


g(z) — pa nert! g pa ni". Az előző feladat eredményét felhasznál- 
n7-1 n-i 
2 
x 
va 9(2) 7 4-2 


Innen már könnyen kapjuk f(x)-et: 


— 22(1— 3)? 3 277(1— r) ,71— 3) z? 2.7 


ha (1— 2) 7 a-a3 "(1-2 





Helyettesítsünk az e? Taylor-sorában x helyébe 2r-et (nevezetes Taylor- 
sorok). 





ez — ha CS - 5 szál reR. 


n! 





n7-0 n7-0 
1 Í je el je el 
sss sg össz ma - —-1 4 4? z 1. 
aa tej Rt de 


Legyen f(x) — In(1 -- x). Ekkor a 7.93. feladat szerint 


je el 








f(x) — ee z 2. 172", ha Iz] c1. 
j 1 — n f 4 ú 5 — ngz"t s FEg" rád 
fa - [zt Vt f Ha [ján] 7261) . 
(0) Lé 9] "s Eg Es 


Bővítsük a függvényt 1 — 2-szel: 


1—a . 1—I 
(1-2 2-r2)(1—g) 1—38 





f(r) — 


Felhasználva a geometriai sor összegfüggvényét, xr helyébe x?-öt írva 


1 je el 
187 ba ajá Iz] — 1. 
n7-0 





1 1 oo oo oo 

k 

faeg a tg aza eteg ds X úg, 
n70 n70 k—0 
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ahol 
1  hak-3n 
ak — -—1 hak—3ni1l 
0  hak—3n-42 
1 1 1 1 (24) 
B ja -— 1) n ák 
cos 7— 5 ta 00821— 7 t 1 1) ESYTMI 
2-1 777 
z.1 DES — R. 
ep en re 


A Lagrange-maradék segítségével becsüljük meg a függvényérték és egy 
Taylor-polinom eltérését. 
Az f(x) — sinz függvény esetén valamilyen d € [0, 1]-re 








n—-1 
1 
B szaké k ms 
Isin 1 — T2n(1)1— Isin 1 2 1) argji[t 
d2rt1 


a 10732, 





1 
k— d ai 
(2n4 1)! 7 (2n4 1)! 
han 72 2. Ezért 


1 
sin 1 — 14 — 


Isin1 — T4(1)I — 3] 








5 
— lsin1— —] c 1072. 
sin 5 





Az f(x) — e? függvény esetén valamilyen d € [0, 1]-re 
dgnt1 e 
1 T(1l—e-T(1-6 z 1072 
Me TVE gen s nni 0 





han72 5. Ezért 


e—T4(1)—e-(14145457 5j 50) 





2 6 24 120 








4 
-e L 50) r e — 2.716666667 ca 107? 


A keresett derivált az f(T) — ez függvény 0 körüli Taylor-sorában az 
x135 hatványhoz tartozó együttható és 136! szorzata. 


a2 1 on 136! 
S za dS a MÉ ai 
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1 
7.120. : — te z — 
J(2)— (gr) cos2 ax 


fm - teny - ( 1 ) -2s 


cos2 x cos? gr 











; 1 4 :.2 2 
sinxr cos" rt 3sin" x cos g 
T"(a) es (tg a)" szi e z ) — 2 7 
cos x cos gr 


Hl 20057 2 -r 3 sin? z ki 214 2sin7 z 





cosir NI cosi gr 
Tehát f(0) — 0, f7/(0) — 1, f7(0) — 0, f/(0) — 2. Tehát a 3-adik 
Taylor-polinom 


3 
t3(2) — zt ke 


Mivel tgx páratlan függvény, ezért a negyedik deriváltja a 0-ban 0. 
Tehát a fenti polinom egyben a negyedik Taylor-polinom is, t3(r) — 











ta(a). 
1 1 1 — nil , 
Mg szszz za Vga kisi 
5 z 
1 1 1 1 
b ei ei z 
(b) 2taz 3-1(r—1) 3. —(x— 1) 
3 
-— n 1 n 
— ) (-1) szaz, I7—11 €3 


7.3 Trigonometrikus sorok, Fourier-sor 


1 1 
7.126.) sin? z — 22005 2x 


7.128.] Mivel sgna páratlan, ezért minden a, — 0. 


1 a I 2 7 
bn — 5 f/jnzsinna da — Z f snnadr— 2 leosna]j si 
TT TT mTn 


szá .§ 


—  — ha n páratlan 
mn 


0 ha n páros 
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Mivel a sgn x függvény szakaszonként folytonosan deriválható és 0-ban 
az érték a két , féloldali?" határérték számtani közepe, ezért a Fourier- 
sora előállítja a (—r, 7) intervallumon. 





46 sin(2k 4 1)z 
ny, KI ha—mCgiarT. 


7.134.] (a) Ez a függvény páratlan függvény, azaz f(—r) — — f(x), ezért min- 














den an — 0. 
2T 2m 27 
7T—g , r—g 1 1 
sinnxi dx — [— : — cosni — — J cosnidri — 
2 2 n o 2n 
0 0 
27 
— T 
zi I COS ne] Sa 
0 
Így tehát 
2T 
1 — 1 
nez [ E ginnedz — —. 
Jt 2 n 


Mivel az f(x) függvény szakaszonként folytonosan deriválható, azért 
(0, 27)-n, a folytonossági helyein a függvényt előállítja a Fourier-sora. 





oo ő 

7 ! átszelő sinni 

7 - 9 nm " ha0C ga 2r. 
n7-1 


(b) Az előző Fourier-sorfejtésben írjunk x helyébe mt 
(-D)? hak—2n-41 


Mivel sin (45) S , ezért 
0 ha k —2n 





TT sessl 1 
mé -1)" ; 
4 2. ) 2n7-1 


7.135.) (a) Mivel f páros függvény, 


1 
ba. 5 JT 3" sinnadr — 0, azaz a bn-ek mind nullák. 
T 


ezis B 
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1 T 2 1 [3317 nm? 
107 ar 74-75] - 


azt LÉ 


ha n 5 0, kétszer parciálisan integrálva kapjuk, hogy 


TT 8 TT 
1 2 
jé cos ni dx — Bi sinnx — — J rsinrdx — 
n n 
kazár 4 


2 n 2 f ám 2 
- [Iz cosna]  , — 2 J cosnxi dx — cs — B Isinna]" , — 
— (—1)"SZ. 


Így tehát n 5 0 esetén 


TT 


1: ag 4 
a z [7 cosnx dx — (—1) 72 


gr 


; 1 B ; 
Mivel y — konvergens, ezért f Fourier-sora egyenletesen konver- 
n 


gens a Weierstrass-kritérium szerint, és mivel f folytonos, a Fourier- 


sora előállítja a függvényt. 





4 je el 
27 nCosnx 
111 sg rasa 1) ei) ha—T égő me 


(b) Ha az előző Fourier-sorban x helyébe r-t írunk, és felhasználjuk, 
hogy cosnr — (—1)" kapjuk, hogy 
2 a 1 


7-5 tYe 


n:1 


Átrendezés után pedig 


kat 2 


1 
Seas 


azi 


fe el 
e" — ag Tk y (an cosnx 4 bnsinnr) 


nel 
Kétszer parciálisan integrálva kapjuk, hogy 


cosni 4 nsinng 
e? cosnidxr — 7 e? 4 C, 
n t1 
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. sinni—ncosna 
e" sinnidx — 57 e73-C 
né 3-1 


Ezt felhasználva 








1 2 lése li 
am — 2 f 7 cosnz da — ( SZTtáka ma I 
—ar 
TT Te ve 
, s 
-2 fe smnadn— ( 1158 57 kz. 


— TT 


Behelyettesítés után 





TT ,—T 1 ea —-1)n 
ez—f  " ( 5 ) osnz — nsinna) ), —TCaiamT 


2 n 41 
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Többváltozós függvények differenciálása 


8.1 Topológiai alapfogalmak 





(ő IP — a] — V(—1—5)2-4(3— (—4))2-- (5— 0)2 — V36--49-1-25 — 


v110 

k—-2: a74y er? 

k-3: m$áryáz ar? 
k-n: a94a34 ha ar? 


Ez a halmaz az ábrán látható 
nyílt körgyűrű. Nyílt és korlátos 
halmaz, 

határpontjai az x? ty? — 1 és az 
x? 4 y? — 4 körvonal pontjai. 











H—(2:0czsica1IYcCR nyílt (nyílt intervallum), mert ha x € H, 
r — minírx,1— 2), akkor fy:]Í1r—y] Cr) c H. 


Ha H — ((z,0) : 0 cz c 1) C R2, akkor 0 H — ((x,0):0£ 721). 
A 8.1. tétel szerint H nem nyílt, mert HNOH £ Ű, és nem zárt, mert 
OHgd H. 


Ha H — ((x,y) : z€ O,y € O) c R2, akkor 0 H — R$?, és ezért a 8.1. 
tétel szerint H se nem nyílt, se nem zárt. 


A H—((xmy):0 cg cI1I0 cy a 1) c IR? halmaz nyílt (nyílt 
téglalap), mert p — (r,y) e H,r — minír,1—1,y,1— yb) 5 0 esetén 


B(p:r)— (ae R::]p—-alcr)c H. 
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H—((xy,2): 27142 c1), intH— ((x,y,2) : 1--y? 2? c 1), 


ext H — ((x,y, 2) : 19ty? b? 51), OH — ((x,y,2) : 19tvy9r22 —1) 


(a) Nem igaz, például H— (0), 1— 0. 


(b) Igaz, mert int H C H. 

(c) Nem igaz, például H — (0 ). 

(d) Nem igaz, például H— (pe R" : pl c 1), z— (1,O, . . . , 0). 
(e) Igaz, például H — 0". 

(f) Igaz, például H — (pe R" : [p] c 1]. 

(g) Igaz, például H — f(pe R" : Ip] — 1). 














8.2 Többváltozós függvények grafikonja 





8.33. ] f(p)— f(2,39—2-4 37 — 11. 





8.38. I(2y—r—y, f(lz,r)—0, f(z,a?) — 2 — 23. 





EÜ 


8.41. 


Sy 











8.43. 











szintvonalak 
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8.47. 











szintvonalak grafikon 











szintvonalak grafikon 
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j 


S 


1 2 
a 









3 


e 5 








szintvonalak grafikon 





f(z,y) — ezév DrF—((zy eRt:z2yb. 


y 


8.3 Többváltozós határérték, folytonosság 


f(r,y) —T, i lim —f(r,y)— lm 7-7. A függvény minde- 
2 


8.73. 


9 (0.0) —— (24-00) 
nütt folytonos. 
sin x — sin 
Az f(z,y) — E függvény nincs értelmezve ha z — y, és így 
ez-e 

nincs értelmezve az origó egy pontozott környezetében. Az origóban 
ezért nincs határérték. Az f(x, y) függvény folytonos az í(x,y) : zt A vl 
értelmezési tartomány minden pontjában. 


x, hhr—y 
f(zy)— hi egyébként 


A függvény mindenütt folytonos, kivéve a H — ((x, x) : z / 0) halmaz 
pontjait. Ezért (0, 0)-ban is és (0, 1)-ben is van határérték, mégpedig a 
helyettesítési érték: 


f(x,y) — f(0,0) — 0, f(z,y)— f(0,1) — 0. 


lim lim 
(x,y) (0,0) (x,y) (0,1) 
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8.4 Parciális és totális derivált 


8.85. 


2 
ren ha 22 - y? ő 0 
Legyen például f(x, y) — Mésztel 
0 har? 4y50 


Mivel f(x, 0) z 0 — f(0, y), ezért az origóban mindkét parciális derivált 
létezik és nulla. De mivel f(r,r) - 1 A 0, ezért még határértéke sincs 
f-nek az origóban. 











Ha z £ y?, akkor az f(r,y) — ea függvény (parciálisan) deriválha- 
1-—y 
tó, és 
f(x) — (—y)—(zty Vg 
tüll (2 — y?)? (z— 42)? 
tej (1—y9) (zt y):2y  zryt2zy 
ill (z — y?)? (2— y?)? 


A g(x,y,2) — 9 függvény értelmezési tartománya a ((x,y,2) e R? : 
x 50, y 5 0) térnegyed. Ennek pontjaiban deriválható, és 


a. ( v) — p(v—1) gy, HA ( 0 — xy :hha-z-yő1!, 


4 (ev) — a .]Inz :]ny- yő 


Egyik parciális derivált sem létezik az origóban, mert az f(xr,0) — 
Ixlilletve f(0, y) — Iyl egyváltozós függvények nem deriválhatók 0-ban. 


9(x,y, 2) —21 11 y iz, 
92(my.2)—1 g(zy.2)—2y, gi(xy.2)—32, 97.(z,y,2)— 0, 
Szy(z,y, 2) — 9ya(z.y.2) — 0,  gt.(2.y,2) — 92(z.y,2) — 0, 
gyy(zy2) — 2 gy.(2.y.2) — gzy(zy, 2) — 0, 


97(x,y, 2) — 6z 
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A v — (—4,3) vektor 


hossza Iv] — 5. Mivel az f(x, y) — e7T" .1n y függ- 


vény a p — (0,1) pontban deriválható ezért ebben a pontban minden 


irányban deriválható 


fő) 


Öv 


f(0,1) . 


(lásd a 8.5. tételt), és 


[4 


1 
5 


fő) 
0x 


[9 
f(0, 1) 1 901) 





J: 


e (ety ül lny) sis ezty . ln y, 5. (ezty b lny) ER ezty 8 (s 4 5) 


Behelyettesítés után 


3e 


(0) 
3f00D-5 


8.119. J Egy (sima) felület tetszőleges pontjában az iránymenti deriváltak ab- 
szolút értékben a gradiens irányában maximálisak (lásd a 8.5. tételt), 


és ezért a golyó ebben az irányban lefelé indul el. 


fe(2,y) úg 397 Wii 9y, 


grad f(1,2 


grad f(2, 0) 7 (12, —18), 


f(x,y) — 347 — 92 
grad f(2, 1) - (3, —15), 
grad f(—2, 1) kezi (3, 21) 


) Hz (—15, 3), 


2 























tj ha x23y 40 
ty 
f(x,y) — 
0, ha x2 3-y? 0 
Ha 3? 1y? 40 
x? — y? 2a(x? -- y?) — 2x(x? — y? 
f(2,4y) —y—— s tgy ( b. ) a 
724 y (22 4 4?) 
e — 2 jei 4ry? 
721 y2 (22 4 y2)2 
x? — y? 2y(a? 4 49) — 2y(a? — 4) 
f (ay) 72 2 pr y2 tIgy (x2 4 y2)2 sa 
- ge téli 4x2y 
72 ry2 (z2 4 y2)2 
(a) f(x,0) — f(0,y)y— 0,  f2(0,0) — f/(0,0) — 0 


(b) f2(0,y) — —y, 


7 


fy(2.0)— 7 
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(d) Mert a másodrendű parciális deriváltak nem folytonosak az origó- 
ban. 

(e) Belátjuk, hogy f nem deriválható kétszer, mert ff nem deriválható 
az origóban. Az eddigi eredményeket felhasználva 


f2.(0, 0) EF 0, (0, 0) E 0, aj; 0) —-—-1 


f(x) — [/2(0,0)z -- f5(0,0)y-£ /2(0,0)]  ff(2y)-y 


/x2 32 0 /7z2a y2 
Megmutatjuk, hogy ez a kifejezés nem tart 0-hoz (0, 0)-ban már 
az y — T egyenes mentén sem. 





fila, 1) 4-a 27 sz ajó 


Va2 raz V2z 
8.129.) Igen, például az f(x, y) — rsiny megfelel. 
8.131.] Ha x - 0, akkor 


grad f(x,y) — (ya! ,a9lna), grad f(2,3) — (12,81n2). 





Az érintő sík egyenlete 


z — 83 12(T— 2) 1 81n2 - (y — 3). 


En! 
-n 4) —(Tr—k 
y 2 ) 


th -gof:R? o R, h(uv) — g(f(u,v)) — 9(fi(u,v), fo(u,v)) 


ahol 


fi(u,v) — uv?, — f2(u,v) — És 


hutu, v) — ga(f(u, v) (fuulu, v) F gy(f(u, v))(f2Julu, v) — 


1 1 1 
s . 2uv? 73 : 
udvz ( u2v ) u 


ho(uv) — aa (f(uv (fs (u v) A gy (fu, v)) (2) (u, v) — 


1 2 1 1 
— gaz 2 w- ( ma) 5; 





I 
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u v 


J— (lav) Mu) — (55) 


Ellenőrizzük ezt az eredményt úgy, hogy kiszámoljuk a h(u, v) függ- 
vényt, majd deriváljuk. 


1 
h(u, v) — In(u9v?) 4 In (5) —21nu-421nv—1nu—1lnv—1lnu-lnvy 
u 


8.146.) Jelöljet az r síkgörbe változóját. r(t) — (x(t), y(t)) 


h- for, h(t— f(r(i))— z(t) 3 y(2), 


8.5 Többváltozós szélsőérték 


8.152.] Az f(z,y) — 3? 1 e" sin (xy?) függvény folytonos a kompakt (korlátos 
és zárt) 
H— (lemy): zárva 
halmazon, ezért a Weierstrass-tétel szerint van abszolút maximuma és 
minimuma H-n. 


Az f(x,y) — xy" (1— x — y) függvény mindenütt folytonos, a korlátos 

és zárt 
H-—((xy):0£r0gyrtyoel1]) 

halmazon (zárt háromszög) f nem negatív. A háromszög peremén (ha- 
tárán) f(x, y) — 0, a belsejében pedig f(xr,y) 5 0. Ezért az f függvény 
maximuma a háromszög belsejében van, és így ez lokális maximum is. 
Számoljuk ki az f függvény stacionárius pontjait, azaz a derivált gyö- 
keit (8.7. tétel), har,y 50, Ttycal. 


f.(z,y) — 329y7(1—2—y)— xy? —0, — 47-43y—3 


f/(xz,y) — 2x9y(1— z — y) — xy? — 0, 27 3 3y — 2 


Mivel csak egy gyököt kaptunk, ezért ez a maximumhely. 
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Az f(z,y) — 37? 4 5y? függvény sehol sem negatív, és az origót kivé- 
ve minden pontban szigorúan monoton a, koordináta-tengelyek mentén, 
ezért egyetlen szélsőértéke az origóban van, mégpedig minimum. Ellen- 
őrizzük ezt a tényt a derivált vizsgálatával (8.7. tétel). 


f.(z,y) — 6x — 0, T7-0 
f.(z.yy—10y—0, — y-0 
Tehát az origó az egyetlen stacionárius pont. 


Keressük meg az f(x,y) — —y? 1 sin z függvény stacionárius pontjait. 


fi(2,y) — cosz — 0, xr—(2n11—, nez 


b] a 


f,(2,y)——2y—0, — y—0 
Tehát a függvény stacionárius pontjai az xr-tengelyen a 
(Pa Ez (an - 150) : ne z) pontok. Vizsgáljuk meg a megfelelő 
kvadratikus alakok definitségét (8.7. tétel). 
fre(zy)——sinz,  fe(x,y)— fje(zy)— 0. Jfj(z,y)— —2 


A Hesse-mátrixok ezekben a pontokban 


meleg 2) 


A H, mátrix determinánsa negatív ha n páratlan, ezért ezekben a pon- 
tokban nincs szélsőérték. 


Ha n páros, akkor f-nek a pn-ben maximuma van, mert ff, GC 0 ezek- 
ben a pontokban. 


Írjuk fel a két egyenes egy-egy tetszőleges pontjának a távolságát 





d(p ($), a(s)) — V(2t— 35)2 4 (t— s)2 4 (2—t — 25)2, ts ER. 


A távolságok minimuma ugyanott van, ahol a távolságok négyzetének 
a minimuma. Keressük tehát az 


f(t, s) — (2t—35)2--(t—s)2--(2—t—25)? — 6t2—10ts--1452—4t—85--4 
kétváltozós függvény minimumát a síkon. 


f.(t,5)—12t—105—4—0, — 6t—55—2 
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8.182. 


fs(t, 5) — —10t 4 285 —8 — 0, —5t-- 145 — 4 
48 34 4 
HE Ki e in(f(t, 5) : t,s € R) — — 
sg S7Ep min(f(to):tseR)- 
2 
Tehát a két egyenes távolsága ——. 
gy. g 759 


f(my—(zry?, film y)— fla y—2(z--y) 
Tehát az r-3-y — 0 egyenes összes pontja kritikus pont. Ezekben a pon- 
tokban a függvény értéke nulla, másutt pozitív, tehát f-nek minimuma, 
van az T1-y — 0 pontjaiban. Megjegyezzük, hogy ezekben a pontokban 
nem tudunk dönteni a második parciális deriváltak segítségével, mert 
a kvadratikus alak szemidefinit: 


2 2 
2 2 


xx gy d9yy 


fv — " -f! 2, Dj eü 


f(r,y,2)—ryzt a? 4y a 2? 
fe(zy.2)—y2t21—0, f(zy2)—Trzr2y—0, 
fi(z,y,2) —1y 22-00 
Az egyenletek átalakítása után 
ryzt2r?—0, a2xyz-42yt—0, xyz 4227 —0 


Innen x? — y? — 22. Könnyen látható, hogy ha az egyik változó nulla, 
akkor a másik kettő is. Az egyik kritikus pont tehát az 


a — (0,0,0) (origó). 


A többi esetet nézve ryz negatív kell, hogy legyen, ezért vagy mindhá- 
rom negatív, és akkor 
b — (—2, —2, —2) 


megoldás, vagy az egyik negatív, a másik kettő pozitív, és akkor a, 
c1 — (—2,2,2), c2 — (2,—2,2), cz — (2,2,—2) 


a további három kritikus pont. Mivel a függvény változóinak szerepe 
felcserélhető, ezért elég a három utolsó gyök közül az egyiket megvizs- 
gálni. 


122—2 Ty — Ty —2 Tre — Fay TÍZ 
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1-2 f-2 
A Hesse-mátrix a-ban 
2 0 0 
H.—10 2 0 
0 0 2 


Mivel a sarok-determinánsok pozitívak, ezért az origóban minimum van. 


A Hesse-mátrix b-ben 


2 -2 —2 
H.—Íl-2 2 —-2 
SD ÖN 


A kvadratikus alak indefinit, mivel van negatív (—2) és pozitív (4) sa- 
játértéke is. Tehát a g — (—2, —2, —2) pontban nincs szélsőérték. Ezt 
beláthatjuk úgy is, hogy megmutatjuk, hogy a g ponthoz akármilyen 
közel az f felvesz f(—2, —2, —2) — 4-nél nagyobb és kisebb értéket is. 
Ugyanis a g(r) — f(x, r,r) — x? 1 31? függvénynek szigorú lokális ma- 
ximuma van —2-ben, a h(r) — f(xr, —2,—2) — r? 4 4r 1-8 függvénynek 
pedig szigorú minimuma. 

Végül pedig például c 1-ben nincs szélsőérték, mert a 

9(x) — f(z,—r,—2) — x? 1 31? függvénynek szigorú lokális maximu- 
ma van —2-ben, a h(xm) — f(r,2,2) — x? - 4x -- 8-nek pedig szigorú 
minimuma. 


A Lagrange-multiplikátor módszer szerint keressük az 


x? y? 


L(zy) — 30— 199 7 100 


4 A(47? - 9y? — 36) 


kritikus pontjait a 47? 4 9y? — 36 feltétel mellett. 


1 
IL (x.y) — 7 4 BAr — (a ke 55) 3-0 


ring se - NEZ ERBEE 
L (x.y) — 55 r18aw— (182 5970 


43? 3 9y? — 36 
A háromismeretlenes egyenletrendszer megoldásai 


1 


FUGS S ÁSZ ENSZETSEZEŰ 
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8.208. 


1 
8.50 
Mivel a feltételt kielégítő pontok egy kompakt halmaz (zárt körvonal) 
pontjai, ezért itt /-nek van maximuma és minimuma is. Mivel a zárt 
körvonalnak nincs , pereme", ezért a szélsőértékek a fenti két pontban 
vannak, lokális szélsőértékek. 


T2—3, Y2—0, Az 


4 9 
1097 F6.0—30—5g 


d ém 007 


F(0,2) 5 f(8,0) 


Tehát az ösvény legmagasabb pontja (0, 2) felett, legalacsonyabb pontja 
pedig (3, 0) felett van. 


Mivel f(x, y, 2) minden változójában páratlan, ezért a minimum érté- 
kek a maximumok negáltjai. Elég tehát az ryz függvény maximumát 
keresni az 


rT50, y530, 250, 334yt22—3 


feltételek mellett. A mértani és a négyzetes közepek közötti egyenlőt- 


lenséget használva 
212322 8 
dig [V ze) 2 


és egyenlőség pontosan akkor van, ha zt — y — z. De akkor z — y — 
az 1 


Ha a tégla térfogata V, akkor tehát keressük a 
F(x,y,2) —2(y 4 az 14 y2) 
függvény minimumát az 
ryz—V, 350, y530, z50 


feltételek mellett. Ez nyilván ugyanott van ahol az f(x, y, 2) — 1ytrz-r 
yz függvénynek. A Lagrange-multiplikátor módszer szerint keressük az 


L(x,y,2) — 3y 3 xz 4 yz 4 A(ryz— V) 
függvény kritikus pontjait. 


L(my2)—-ytz4Ayz—0 
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LD (zy2)—T1z1Arz—0 





ID (2,y,2)— 2-7 y4Ary—0 


Az első egyenletet y2-vel, a másodikat rz-vel, a harmadikat xry-nal oszt- 
va kapjuk, hogy 


mm 


1 1 1 1 1 
1 zs -k ui ! — —A , 





8 


y 


3 
ahonnanrT—y—2z—-vVV 
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Többváltozós Riemann-integrál 


9.1 Jordan-mérték 


fisdísdjűérzijégsík. úijei 


H—((xy::reEVDYEDOSISIO0Syó1], 
in H—-0, H—N — [0,1] x [0, 1]. 


Az 9.1. tétel szerint b(H) — 0 A 1 — k(H), és így H nem Jordan- 
mérhető. 





9.8. Lásd a 9.2. feladatot. 





9.12. ] H—((xy,2) :rTeDyeE B zeEDOLTLIOLyeIi0czoI1l 
Hasonlóan a. 9.2. feladathoz b(H)— 0, Kk(H)—1. 





9.18. ] Nem, lásd a 9.2. feladatot. 








1 
9.24. J Minden n € Nt esetén a Kn — (e e R? : Ip] — 5) körvonal null- 
ES n 


oo 
mértékű.  Megmutatjuk, hogy a H — [J Kn halmaz is mérhető és 


nat 
null-mértékű. Ehhez elég megmutatni, hogy H külső mértéke nulla. 
Legyen € 5 0 tetszőleges, r 5 0 esetén G, — (p ER? :Ipl Cr) az 
origó középpontú r sugarú nyílt körlap, 


Hz Ul Jéé z ih. 


Ekkor H, véges sok mérhető halmaz diszjunkt uniója, ezért mérhető. 
Mivel minden r - 0 esetén H C H,, ezért 





k(H) £ k(H,) —t(H,) —t(G) — mr? ce, 





ha r elég kicsi. 


Felhasználjuk, hogy minden (nem elfajuló) tégla tartalmaz gömböt, és 


minden gömb tartalmaz (nem elfajuló) téglát. Legyen tehát A c R" 
tetszőleges korlátos halmaz. 
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b( AA) — 0 akkor és csak akkor, ha A nem tartalmaz téglát, 
akkor és csak akkor, ha A nem tartalmaz gömböt, 
akkor és csak akkor, ha int(4A) — 0. 


9.2 Többváltozós Riemann-integrál 


9.34. 


ls, haycO 
Tny 7 h hay£0 


0 [dea no / (free jesz f ljjásző 
0 1 0 


Bontsuk ketté a H halmazt: 
Hi -((2yeH:x$S0)és 
H.—((yyyeH:x50). 


Ekkor H1-en minden felső összeg nulla, és H2-n minden felső összeg 


legalább 1/2, és így 


f 
IR 


118 


mess 
j7 
üe 


Mivel H-n minden alsó összeg nulla, ezért a Darboux-integrálok nem 


egyeznek meg, 


[retéleli 
FH 


H 


tehát f nem integrálható H-n. 


1 1 
Legyen A — (e) eN:22 jé B-N4-((eweN:zczh 


Mindkét halmaz mérhető (téglalapok), és rajtuk az 


1, haz21/2 
f(ay)— ( ha z £ 1/2 


függvény konstans. Így tehát f integrálható N-en, és 


1 
ff feazgy— ff 1d2dy4 ([2d08-541- 5 
N A B 
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Mivel f(xr,y) nem korlátos, ezért nem integrálható. Másrészt minden 
vízszintes és függőleges egyenesen a függvény véges sok hely kivételével 
nulla. 


Megjegyzés: Megadható korlátos példa is. Legyen ugyanis 


De D 
H — (eeN:nyega- Fém 2, (pasa) — (o) — 1. 


Kissé pongyola módon, H azon racionális pontpárokból áll, amelyeknek 
,közös a nevezőjük" (egyszerűsítés után). 


Legyen f(x,y) a H halmaz karakterisztikus függvénye, azaz 


üi . f 1 ha(l(my EH 
I(xz,y) — xn(z,y) — ( 0 egyébként 


1.71 
J7 sin(xz 4 y) dr dy — ] sin(z 4 y)dx ! dy — 
0 


N 0) 


ez T [ cos(z TO AN dy — 
0 


1 


ta f cosy — cos(1 4 y)) dy — [siny — sin(1 vk a 
0 
—-2sin1—sin2 





1 1 sé s 
1/ ezt da dy — je dx 1 - jet dy1]—(e-—1) 5 
N 0 0 


3 


[ferwazay- f gyei dzs 


1 0 


bi új 
3 
fi c E dE TT 
- f (gre) [985] 
fi 


dy — 


b 
xr7-0 
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1 1 ai 
Í7 ety dady — jé dx] -: je dy] — HE dr]! — 
0 0 


T 





Alkalmazzuk a körlapokra vonatkozó transzformációs képletet: 


27 


2 
J [edttüs ] f7rcos0- Dírsiny — 1dp dr — 


[0 


2 2T 
- / Et (sin — 0059) — r ) dy dr — 
0 


hi 


2 13, 
-(/7e 5) [Aria dpÍ 
0 


7 
4 


r2d fs p — cos p) de [ — 


esöszegó e 


fv z 
2 27 
zs [e Ta — —4r 
0 0 


Felhasználtuk, hogy a sin(29) és a (sin — cosp) függvények primi- 
tív függvényei 2r szerint periodikusak, ezért megváltozásuk a [0, 27] 
intervallumon 0. 
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9.74. 


jifearédináe fi 
T 0 


1 
feryrad x] dy] dz — 
0 


1 


E - Ty Tt az] dy 
:—0 


/ 
[( 


0 


Jelölje H az y — 27, y — 229, ry — 


1, ry — 2 görbék által határolt síkidomot. 
Tekintsük azt a 


V: R? GO R3,  V(uv) — (x(u, v),y(u, v)) 
transzformációt, amelyet az 
y — ua? , úy sv 


egyenletrendszer határoz meg, azaz 








1/3.2/3. 


KAGEN u71/841/8, 


y—u 
A H síkidom 


Erre a V transzformációra teljesülnek az integráltranszformációról szóló 
tétel feltételei. A H halmaz a T" — [1, 2] x [1, 2] négyzet transzformáltja, 
H — V(T). Számoljuk ki a V Jacobi-determinánsát. 


—1y-4/3y1/3  1y-1/34—2/3 1 1 
V" (u, v) — új 5 , J1———, IJI-— — 
(u,v) ( 1472/842/3  241/8471/8 üz u 


2 2 
1 1 1 1ln2 
— d d. sz ke me ki —m — 
H) 1/ xdy Tf sz tndv TI fid [e 53 
H T 1 1 
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1 
2 2 
zI Tee dx dy — 4. 2 
2 2 T y í 
0 1— — — — alatti test. 
2 2 


9.94. ] H— ((xyy,2) :334yS10Szc1—a?— 3). 


5417 dx dy dz — 
H 


1—r2—y2 


- [/1 / s] 


t(H 


ászsézel 








x23y2X£1 [0 
isz Hi (1— 27 — y?) dx dy — 
r234y2X1 
1 2T 
s r(1—r?)d dr — 
J J ( gő 1 — ax? — y? alatti test. 
040 


szépet ET 
2 3], 3 
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9.100.) o(z,yy—a?, H — [0,1] x [0, 1] 
1 1 ű 
m- ff ela azay— f [72 dy— 
H 040 


1 


1 / 1 1 

1 

Bet [az dy— 5, aa] [vaz dy— 5 
0. ho 0 


[0 


9.106.] Azy—0,1—2 y—1,y— 2 egyenesek által határolt H síkidom egy 


trapéz, amelyik egy normáltartomány az y-tengely mentén. 











H-((my:0SySLySzS2) 


Ha o(z, y) — y, akkor 


1 / 2 1 
2 
m- ff vazgy- f vaz dy— (0-0 
0 y 0 


H 
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Vonalintegrál és primitív függvény 


10.1 Sík és térgörbék 


10.1. 








r—t-iFt-.j 
t € [0, 4] 


10.7. 








r —cost:i fsint-j 
te [0,27] 
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r —tcost:i f£sint-j 
t € [0, 67] 


r — 2sint-i —t3.j tHcost:k 
t e [2, 67] 


A 3? — xy? 4 yő — 17 síkgörbe a P(5,2) pont körül meghatároz egy 
implicit y(r) függvényt. Ennek a függvénynek keressük az érintőegye- 
nesét a P pontban. Az implicit egyenlet deriválásával megkapjuk az 
érintő meredekségét: 


, y?— 22 8—10 1 


27 — y? — 0. As Me megs 273 . 
MESZ ARE gok ie zaaey mM TÓ 





Így tehát az érintő egyenlete a P(5, 2) pontban 


1 
y — HÉT a — 5) 42, vagy normál alakban z -- 10y — 25. 
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10.27. ] Számoljuk ki az érintőegyenes v irányvektorát, azaz a görbe derivált- 
vektorát a t — 2 paraméterérték esetén: 


r(0)—(t—3)i (4 41)j- ék 
r(t)—i 1 2ij 1 2ik 

Az irányvektor: v — r(2)—i -3-4j 4 4k. 

Az érintési pont: ro —r(2)——i 3 5j 4 4k. 

Az érintő irányvektoros alakja: 
rotvt—(t—1)i 1 (4t-45)j — (4t-- 4)k. 


10.29.) Az 10.2. képletek szerint a ciklois ívhossza 
2T 2T 
L — ] V:2 4 12 dt — j4 vra — cost)2 -- r2 sin? t dt — 
0 0 


2T 27 
t 
-r f v273costat—r f Asin 5 at — 
0 0 
27 2T 


— 2r f sm dt — 4r 2. gögő — őr. 
2 219 
0 








10.2 Skalár-, és vektormezők, differenciáloperátorok 


Legyen például 


f(xa,y) — cos(2ma) :- i -- sin(27ra) - j , 
(zy €H—((xy):0czS1y—0). 
Ekkor Rp — K — ((x,y) :274y? — 1). 


10.39. f(x, y) ún 40 W 617y? TF yt, 


sadf-fáegzf e — (42? — 127y2) : i - (4y? — 1272) - j 


10.43. f(xm,y,2) —T-T gy EH asz P — (2, —1, 1) 
grad f(x,y,2)— (14 y" 4252?) -i F2ry-j H 31222 -k 
grad f(2,—1,1) — 6i — 4j $12k 
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grad U(r) — vU(r) -v(r2 55) -2(1- 57)" 


10.50.] A z — f(xr,y) — 3? 4 y? függvény grafikonjának érintősíkja az x — 1, 
y — 2 pont felett 


2 — f(x0,yo)-f(x0,yo)(z—xo)-f(x0, yo)(y—yo) — 5--2(z—1)--4(y—2) 


r — ucosv:-i Fusinu:jhFu:k, A — [0,1] x [0, 7] 
r, —cosvu:idsinv:j-k, r, ——usinv-i Fucosu:j 
Í 5 -k 
r,Xr,—] cosv sinv  11——ucosv-i— usinu:j-4u-k 
—usinv ucosv 0 





Ir. xrl— V u2 cos2 v 4 u2 sin2 v 4 u2 — uv2 


A felszín kiszámolásáról szóló tétel szerint 
Tr /1 
s- ff ircre dudv — V2 f fe d Br 
A 0.40 


10.3 Vonalintegrál 


10.55.) A vonalintegrál kiszámolásáról szóló tétel szerint 


fee) da 4 (z — w) dy — 
Tr 


TT 


— f (cost k sint)(— sint) 4 (cost — sint) cost] dt — 











0 
f in 2t 21" 
- fess 2t — sin 2t) dt — Ssszázis Náll —-0 
2 2] 
0 
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10.61. 


10.67. 


10.70. 


Megjegyzés: 
Mivelav — (7-3-y):i--(rT—y):j vektormező egy primitív függvénye 
2 2 


U(x,y) — 7 tk gy— ct ezért a konzervatív erőtér integrálja a primitív 
függvény megváltozása: 


[ dr ett USD 
b ij 


A Ti görbe egy parametrizálása z — t, y — t, a I2 görbének pedig 
x-t  y—t,aholocta1. Av —y-i42-j vektormező integráljai 


1 1 
fydz4zdy— [dat — 1 fydz4zdy— [384-1. 
Ti 0 Ta 0 
Megjegyzés: 
A v — y-i d 1-j vektormező konzervatív U(r,y) — xy primitív 
függvénnyel. 


A vonalintegrál nem létezik, mert v nincs értelmezve az origóban, a TV 
görbe pedig átmegy az origón. 


f[eendrá yt) dy (242) dz 
Tr 


— f (cost tk sint)(— sint) - (sint -- t) cost -- (t 4 cost)] dt — 
0 





TT 


— [(—sm2t e teost tk cost) dt a 


0 

Ea ASS regi beögyét E Hsi al" 
T T int d T T Sin - 
2 4 2 
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10.77.) A TT görbe paraméteres alakja: 


r(t)—t-irté-j, —1ctA1 


azaz 








r-t, y—t, dc—d(t)—1, dy—ú(t)—2t, —1ctc1. 


A vonalintegrál kiszámolásáról szóló képlet szerint 


Hi — 27y) dx 4 (y? — 21y) dy — 
Tr 


II 
col o I 


[2 — 249) 1-7 (tt — 26) . 2t] dt — 


8 2 af 96 
tt — 28? — at 3 2) dt — ! - 
( e 3 4 5 6 





14 


15 


10.78.) Az ellipszis természetes paraméterezéseként válasszuk az 


x—-acost, y—bsint, OLtax2T 


szi. 
5 


paraméterezést. Ekkor dx, illetve dy helyébe 
dx — —asint, dy —bcost 


kerül. Így az integrál visszavezethető egyváltozós Riemann-integrálra: 


fm dz (z— w) dy — 

Tr 
27 

— felacost-k bsint) sínt -k b(acost — beint) cost] dt — 
0 
27 

- fcebsinőt a ab cos? t — a? sint cost — b? sint cost) dt — 


(0) 
2T 


2 b2 
— f (abcos2t — z sin 2t) dt — 0 
0 
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Megjegyzés: 
12 2 
Könnyen látható, hogy az U(x, y) — Fa hgy — 5 függvény primitív 


függvénye az integrandusnak, ezért a körintegrál értéke 0. 


10.84.) Igen av — (7-4 y):i 4 (r— y) :j vektormező primitív függvényei: 


2 2 
U(ry—-5 ty 510. 


10.90. ] Nincs primitív függvény, mivel a keresztbe vett deriváltak nem egyeznek 














meg: 
fo) fő) 
vese Try) — —rsinry A az (sin Ty) — ycosry 
10.95.] Av ———— ii 5 3 j vektormező keresztbe vett deriváltjai 
tr zata ná!) 17 ty 
megegyeznek: 
fő) y Hi xy? fő) űz ke 32? — y? 
0y 4224 y2])  (x24y2)2 orX 2234y2]) (a24y2)2 


Mégsincs primitív függvény, mert ha [ : zt — cost, y—sint, OLZt CL 27 
a zárt egység-körvonal, akkor 


2T 


y a Mt 2 2 FE 
test 7 [csn t — cost) dt — —2T / 0. 
T 0 





A problémát az okozza, hogy v nincs értelmezve az origóban, a ID görbe 
pedig megkerüli az origót. 


10.101.] Az E —(y--2r)-i 1 2-j erőtér konzervatív, primitív függvénye 


A 2 
U(ay)— 5 xy, potenciálja 6(x,y) — —U(a,y) ——5 — 24. 


10.107.] Mivel nincs értelmezve az origóban, ezért nincs potenciálfüggvénye az 
egész síkon. Viszont a pontozott síkon, R? § (0 )-n már van: 


1 


(x,y) — (12 4 y2)1/27 
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Av —yz:-idaz:j 4 ary:k vektormező rotációja nulla a tér minden 
pontjában, 

Ö [ő fő) [9 Ö [9 

ay 42) — 37(22) 3 az 42) F— az (gy) —g az 72) 5 ay) — IT, 


ezért van primitív függvénye, U(x, y, 2). Mivel UT — yz, ezért 


U(z,y, 2) — fv az — xyz f(y, 2). 


fő) 
U; — 9 (ey (2) — 12 fly) — az. 


Innen f/(y, 2) — 0, azaz f(y, 2) nem függ y-tól, f(y, 2) — 9(2). 


fő) 
Uz — 57 (gyz t 9(2)) — Ty g (2) — gy, 
és így g"(2) — 0, azaz a g függvény konstans. Tehát U(x, y, 2) — ry21C, 
ahol C tetszőleges konstans lehet. 


Persze az ryz primitív függvényt minden számolás nélkül is elég könnyű 
megtalálni. 


A v —3xy32t 13 329y"zt-j HF r3ySz?-k vektormezőnek nincs primitív 
függvénye, mivel például 
fő) 


sz özv 2) — 9xy"zt 4 az 822) — Gry"zt. 


Keressünk egy olyan 2(zx, y) kétváltozós függvényt, amelyre 


z(xy) — plz y) — 2 21y—y?, 2(xy)— a(zy) — 37 —23y— 4? 


3 
T 2 


elm — f play dr — [ (2? 2 21 — 7) da — z te xy? - g(y) 


Itt g(y) egyelőre ismeretlen (deriválható) függvénye y-nak. Erre a 
z(x,y) függvényre teljesülnie kell, hogy 





2(x,y) — 3? — 23y 4 9 (y) — ala, y) — 27 — 27y — 42. 
Ebből az egyenletből 


b5 ) 
, y 
g (y) ——v?, ezért g(y) — else. 
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Így tehát az összes primitív függvény 


a 3 
z(ny)-T Hay — gy? — § 








1z( je 1-tFy 
Un Tt, y.2 Hu x2 3 y2 12234 2ry 


um 2) — / ds dx — 
18 32 3 y2? 1 22 1 2ry 








1 
- 5 in]? 3 y 42? 42xy] 4 f(y, 2) 














u (ay W— zt 14) - 

ya x2 3 y2 22 1 2gy . gya x2 3 y2 1 22 1 2ry 
tehát f(y,2) — 9(2). 

u (Ty, 2) — s t "(2 - kai 


gye r2ay " ) 32 4Fyh22h2ryi 


ezért g"(2) — 0, g konstans. 


1 
ulx, y, 2) — 5 mir r2 a 2zyl tC 


az összes primitív függvény. 
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11.3. 


11.6. 


Komplex függvények 


22 — (x? — y?) 7 2xyi, tehát uz — vy — 22 és vy — —uy — 2y. 


1 1 Hl r2— y?31— 2gyi e 
2241 ax2—y2§$1d42gyi (x2—y2-41)2-4z2y2 
x3—-yit1—2gryi 


(x2 — y2 4 192 — 4x2y2 








37-y-i1 
x2 — y2 3 1)2 4 4x2y?" 


22y 
(2? — y2 4 1)? 7 4212y? 





v(z,y) — 





u(z,y) — ( 


A parciális deriváltak kiszámolása után látható, hogy teljesülnek a 
Cauchy-Riemann differenciálegyenletek, ha 22-41 £ 0. 


Re f(2) — ulm,y) — viz, Im f(2)— v(z,y)— 0 


Mivel u(x, 0) — 0 — v(0,y) és u(0,y) — 0 — v(z,0), ezért u (0,0) — 
0 — v/(0,0) és uz (0,0) — 0 — v.(0,0), ezért ux(0,0) — uy(0,0) — 0, 
tehát a Cauchy-Riemann differenciálegyenletek teljesülnek z — 0-ban. 
Ugyanakkor az y — x egyenes mentén f(z) — (Ir])2, tehát az f(2) 
függvény az origóban nem differenciálható. 


u(x,y) — 23? 1 3y" 4 ry-- 2a, v(r,y) — 4Ty4 Sy. 
A Cauchy-Riemann differenciálegyenletek szerint 
411 y-t2— 47 7-5, és 6y4 a — —4y 


minden olyan pontban, ahol f deriválható. Az egyenletrendszer csak 
x — —30, y — 3 esetén teljesül, tehát a függvény máshol nem differen- 
ciálható. 


fo) fő) fő) [9 


Ezért a Cauchy-Riemann differenciálegyenletek csak a z — i pontban 
teljesülnek. 
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11.10.) Írjuk fel a Cauchy-Riemann differenciálegyenleteket: 


11.13. 


11.14. 


11.15. 








11.20. 








du Ov 
02 jú j8 0y 
pontosan akkor, ha y — 21, továbbá 
0u Öv 
0y li 0x 
1 £ RESKENENI s T ss 
pontosan akkor, ha x — 2 Ezért a függvény egyedül az 3) ti pontban 


differenciálható. 


A Cauchy-Riemann differenciálegyenleteknek teljesülniük kell, ezért 


2 
y 
v(z,y) — u(zy) — 27--y, v(Tz,y) — fő5-0) dy — 22y45t9(2) 


v.(r,y)—2y 4 g(2) ——u (ry)—2y—x, 
fi LT 
9(2)——x, — 9(2——5tC 
2 2 új y? 
f(2)— (2 —y ay ri (2-5) 


Mivel f(0) — 0, ezért C— 0 


12) — (2-?n ri (2-5) 


Hzs1 
1 
hR— 5 


lim Vn2-1,így R—1 


n-oo 


A gyökkritérium felhasználásával: 


lim 
1—-GoO 


6. aszáásltlláat 
— lim (2) — -, így R— e. 
n 


n7aoo e 
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a Z 
11.21. s R—-1 
11.22.) A gyökkritérium felhasználásával: lim §/[ir]l—1, így R—1 
Jé) Maja gi 
1— iz 
n7-0 n70 
11.23 Dre UE? a j R—-1 
. . Tf Z E si IZ 
eg 1—z (1 — 2)27 








11.24. VnrdnrDz-( ) — gs R-1 


n7-0 


11.29.] Használjuk fel az ezt"y — e? . ely — e? - (cosy 4 isiny) összefüggést! 


11.31.) (f f(r-4iy)dz— ir J f(z 4 iy) dz— —n 
GE T 


T 


11.33.] ( f(z-iy)dz — 2ir f f(z-iyydz—0 
r T 


s EsNete] i d 9 
11.35. Paraméterezzük a görbét: z(t) — ef, t e [0,2r]. Ekkor T — ie. Így 


[efa dc 














27 2T 
1 7 a sljj EZT 27 
Iar-[ő GőEEBB fe ! dt — [/e "1 —-—1—(—1)—0 
Tr 0 0 
37/2 
(11.37. fee jet — i (1138. Jas far 
(3.2) 


(3.2) 


" 1 
(11.39. ) 16 — y?) ) da — daydy — [7-7] 7 — 


(1.1) 


c9I 
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11.41. 


11.43. 


11.65. 


11.67. 


11.68. 








11.73. 


11.75. 











3--2i 3--2i dasősó fesd 
j (r2—y?) dr—2ry dy — Re ] 27 dz — Re ( —; i) ( ul ) ke 
17-i 1-ki 
ak 

3 
fs dz [27] ht 3 Ti 1 T 

s Iz — 1-ki j 
] 1 11.42. f 5 dz — Iogz] 7 — 52-i 
f 
1--i 1-ki 27 
z dz — leg 11.44. 2 gz — [€- 
f e? dz — [ef] 2e? dz 7 
Hi jú Hi 
Alkalmazzuk a reziduumtételt: í f(2) dz — 27-i:-Res ( 28  m) - 
2—-m 


I2]1—4 
27-i:-e" cos Tr. 


[76-E ma 
3] 3 
T 


1--i 

1-ki ; 
J ez dz — [ezt HE elti MESBi 1 
0 





Legyen g(2) — 10 — 6z, f(z2) — 27 — 62-10. Ha z az egységkörvonal 
tetszőleges pontja, azaz [2] — 1, akkor 


17629 —9(21— 12511 lg(21—110— 6212 10 — 6 — 4, 


teljesülnek a Rouché tétel feltételei. Mivel a g(z) — 10— 62 függvénynek 
nincs gyöke az egységkörben, ezért az f(2) — 2" — 62 410 függvénynek 
sincs. 


feel 


A keresett J 


2 2 dx konvergens, ezért 
1-r 


1 1 
J ——— dr — lim / ——— dr 
JJ (2271) mo J (1271) 


Legyen VR — $R -- VR az a zárt görbe, amelyre $R a valós tengely 
[I—R, R] szakasza, VR pedig az R sugarú, origó középpontú körvonal 
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1 





felső félsíkba eső része. Ha f(z) — SI akkor a residuum tétel 
VA 
szerint 
dz dz 
fe dz te ri Res(f, i) í TITY 
TR UR 1z—il—1 
1 dz 1 7 
- ; — 2ri : g(i) ——4ri—— — 5. 
$ ceg cégem; 


1z—ij—1 


Itt a Cauchy integrálformulát használtuk az i-ben reguláris g(z) — 


1 1 
TAI függvényre. A felső félkörön [f(2)I] c —, ha R elég nagy, 
Z-ki 


; R27 
fi . 1 
ezért im (2712 dz 7 0. 
VR 
Tr li JT dz — J dz 4 di J dz ki 
2. Ra (22 31)? Ni Ra (22 31)? R-oo (22 31)? NN 
TR ÖR VR 


je el 
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